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§1 Функции п переменных 

 

 В большей части экономической, естественнонаучной и других областей деятель-

ности для исследования рассматриваемых процессов требуется построение и применение 

зависимостей двух и более переменных величин.  

 Например, для решения экономической задачи оптимизации на условный экстремум, 

применяется метод Лагранжа, состоящий в построении функции трех и более переменных. 

 

Лекция № 1 

 

Функции п переменных и их классификация в п-мерном пространстве 

 

1.1.Отображение как множество определения и множество значений функции. 

1.2. Векторное или линейное пространство. 

1.3. Преобразование линейного пространства. Векторная функция  скалярного аргумента. 

1.4. Скалярная функция векторного аргумента. 

 

 В лекции рассматриваются некоторые вопросы и определения, относящиеся к общим 

понятиям и видам функциональных зависимостей двух и более переменных.  

  

1.1. Отображение как множество определения и множество значений функции 

  

Определение. Отображением множества Е в множество F или функцией, определенной на 

некотором множестве  Е, представляющем упорядоченные совокупности переменных (х1, х2, 

…, хп) с соответствующими    им значениями в множестве F. Отображение или функция 

определяются правилом f или закономерностью по которому каждому элементу – аргументу 

Х = (х1, х2, …, хп)Е ставится в соответствие определенный элемент – функция YF.  

Краткая запись отображения или функции имеет вид   f : E → F, Y = f (Х). 

Функции многих переменных в основном определяются следующими видами: 

- векторная функция векторного аргумента; 

- векторная функция скалярного аргумента; 

- скалярная функция векторного аргумента. 

- скалярная функция скалярного аргумента, (функции одной переменной, которая в 

полном объёме изучались в первой части математического анализа). 

Например, если в множестве Е имеются две  переменные величины х1 и х2, заданные в опре-

деленном порядке, то в множестве  F этим переменным соответствует вполне определенный 
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вектор r


с координатами (х1, х2). В этом случае на множестве Е определена вектор-функция, 

заданная двумя скалярными аргументами, имеющая определенные значения в множестве  F. 

Если х1 = а1 и  х2 = а2, то на множестве  F определено конкретное значение вектор-функции – 

вектор ),(
21

aaa 


. 

 

1.2. Векторное или линейное пространство. Обобщенное понятие точки и вектора в  

n-мерном пространстве 

 

 На плоскости, точка определяется двумя  действительными числами, координатами 

точки Х (х1, х2).  

 В п-мерном пространстве тока Х определяется совокупностью  п действительных 

чисел, то есть точка имеет п координат Х (х1, х2,…, хi , …,  хп).  Совокупностью  п действи-

тельных чисел (уi) определяет другую точку Y в   п – мерном пространстве, то есть точка Y 

имеет п координат Y (у1, у2,…, уi , …,  уп).  Точки Х и Y находятся на множестве определения 

Е.  

 Расстояние r между точками Х и Y на плоскости в множестве Е определяется форму-

лой: 

222

22

2

11
)(...)(...)()(

nnii
yxyxyxyxr  . 

 Отображение направленного расстояния r по определенному правилу f в множество 

F отличное от Е, даст некоторый вектор a

 с координатами: 

   х1 - у1 = а1,   

   х2 - у2 = а2, 

    … 

   хi - уi = аi, …, хп - уп = ап.  

Определение.   Упорядоченная совокупность действительных чисел (а1,  а2, …, аi, …,  ап) 

называется п-мерным вектором, а числа (аi) его координатами,  a


(а1,  а2, …, аi, …,  ап). 

 Над  п-мерными векторами могут выполняться операции сложения векторов и умно-

жения вектора на число. 

 

Векторное или линейное пространство 

 

 Для рассмотрения функциональных зависимостей многих переменных вводится по-

нятие векторного или линейного пространства Ln, состоящего из п-мерных векторов, то 
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есть элементов ( l1,…, lп )Ln . Элементами множества Ln являются векторы li (i = 1, 2, …, 

п). 

Определение. Множество п-мерных векторов, над которыми выполняются операции сло-

жения и умножения вектора на  число, образуют п-мерное линейное пространство Ln.  

  Операции над функциями многих переменных обычно выполняются на векторном 

или линейном пространстве. В векторном пространстве используется понятие поля, содер-

жащие не только вещественные числа, но и произвольные переменные величины.   

Определение. Множество Р элементов какого-либо вида называется полем, если выполня-

ются две бинарные операции для ненулевых элементов поля (а, b, k)   Р:  

- аддитивная операция (операция сложения), образующая коммутативную группу по 

сложению элементов (a + b = b + a); 

- мультипликативная операция (операция умножения), образующая коммутативную 

группу по умножению элементов (a ∙ b = b ∙ a); 

- выполнятся свойство дистрибутивности:  k (a + b) = k a +k b. 

 Элементы поля Р – это скаляры. 

 Будем рассматривать Ln как произвольное множество векторного пространства, F(Ln) 

множество функций на Ln со значениями в поле Р или отображение Ln в поле Р , то есть f :  

F(Ln) → Р. Для элементов (l1,…, lп)  Ln есть функция f (li)  Ln. Таким образом, векторному 

пространству может быть дано следующее определение. 

Определение. Непустое множество Ln (Р) на котором выполняются  операции сложения, и 

умножения на число есть линейное или векторное пространство над полем Р.  

 Обозначим элементы множества Ln (Р)  буквами х, у,  z, …. , множества Р – α, β…. 

 Операции сложения и умножения на число подчиняются следующим условиям: 

 для операции сложения, отображающей множество пар (х, у) → х + у 

- х + у = у + х – коммутативность сложения; 

- (х + у) + z = х + (у + z) – ассоциативность сложения; 

- оLn(Р): х+ о = х – существует нейтральный элемент о относительно сложения; 

-  х  Ln (Р), существует противоположный элемент (–х) относительно сложения, 

такой что х + (– х) = о; 

для операции умножения, отображающей множество пар (х, у) → х ∙ у 

-  х, уLn (Р),  х ∙ у = у ∙ х – коммутативность умножения; 

-  х, у, z Ln (Р),  х∙(у ∙ z) = (у ∙ х) ∙ z – ассоциативность умножения; 

-  х, уLn (Р),  α, βР,  α (х + у) = α∙ х + α∙ у – дистрибутивность умножения на 

скаляр относительно сложения; 
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- в поле Р существует некоторый элемент β = 1, если  х  Ln (Р)  сохраняется век-

тор β∙х = 1∙х = х, то множество Р унитарно для всех векторов  множества Ln (Р). 

 Множество элементов Р есть упорядоченное поле, если для любых элементов вы-

полняется соотношение α < β, β < γ → α < γ. 

 Линейное пространство может быть совокупностью объектов любой природы, для 

которых выполняются операции сложения и умножения на скаляр, удовлетворяющие при-

веденным выше требованиям.  

 Если двум векторам линейного пространства поставлено в соответствие определен-

ное вещественное число, являющееся результатом скалярного произведения векторов ),( yx


, 

то такое пространство называется евклидовым пространством. 

Определение. Скалярное произведение двух векторов
* ),...,,(

21 n
xxx и 

),...,,(
21 m

yyy есть число 





n

i

iinn
yxyxyxyxyx

1

2211
,...,,),(


. 

Определение. Евклидовым пространством называется линейное координатное простран-

ство, в котором выполняется скалярное произведение векторов, удовлетворяющих следую-

щим аксиоматическим свойствам: 

- ),(),( xyyx


  – коммутативности; 

- ),(),(),( zxxyzyx


  – дистрибутивности; 

- ),(),( yxayxa


  – умножение скалярного произведения на число; 

- 0),( xx


 – положительное число для ненулевых векторов. 

 Длина вектора или норма  вектора |||| x


 в евклидовом пространстве  Ln определяет-

ся по формуле: 





n

i

n ii
xxxxxxxx

1

22222 ......),(||||
21


; 

расстояние ρ(х, у) между элементами х, у в евклидовом пространстве  Ln определяется фор-

мулой: 





n

i

ii yxxxyxyx
1

2)(),(||||),(


 . 

 ______________________________________________________________________________ 

*
 Заметим, что в экономике, объемы различных товаров и их суммарные стоимости, определяются скалярным 

произведением вектора объема товаров и вектора их цен.  

 

Таким образом, введение  понятия функции п – переменных должно описываться важнейшими типами мно-

жеств точек п – мерного евклидова пространства – Е
п
 или R

n
. 
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 1.3. Преобразование линейного пространства. Векторная функция  скалярного ар-

гумента 

 

Преобразование линейного пространства 

 

 Пусть в векторном множестве (пространстве) Ln определен вектор x


, который по 

правилу f, переходит в соответствующий вектор x


того же пространства.  Вектор x


 есть 

образ  вектора x


, то есть f ( x


) → x


, такое преобразование есть линейное преобразование 

или линейное отображение из L в L или f : L → L. Такое преобразование называют линей-

ным оператором   f : L → L. 

Определение. Преобразование f называется линейным преобразованием линейного про-

странства, если для любых векторов  x


 и y


  из L, и для любого отличного от нуля числа α 

из Р выполняются соотношения: 

   )()()( yfxfyxf


  и )()( xfxf


  .                 (1)   

 Сумма п-векторов равна сумме образов каждого слагаемого и произведения числа на 

вектор равно произведению образа вектора на это же число.  

 Рассмотрим примеры линейных преобразований, обращая внимание на то, что гео-

метрические иллюстрации линейных отображений в двух -и трехмерном пространстве  

имеют место в абстрактном п-мерном линейном пространстве. 

 Двумерное векторное пространство L2 определяет множество векторов плоскости. 

Зададим два вектора x


, y


 и  преобразование f , которое увеличивает сумму этих векторов 

два раза и производит поворот на угол φ с лева на право. Будем считать, что начало векто-

ров, совпадает с началом системы координат, в которой рассматривается преобразование 

(рисунок 1).   

 На рисунке показаны преобразования растяжения  векторов x


, y


 в два раза, поворот 

«растянутых» x


2  и y


2  векторов и их поворот. Это линейные преобразования, так как вы-

полняются соотношения, определяющие линейное пространство 

)()(22)(2)()()( yfxfyxyxyfxfyxf


  и )(2)( xfxf


  . 

 На этом же рисунке показана сумма векторов yx


22   – это диагональ параллело-

грамма со сторонами yx


2,2  и их образ при повороте на 90
о
.  
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Векторная функция скалярного аргумента 

 

 Будем рассматривать положение произвольной точки в п-мерном линейном про-

странстве изменяющееся со временем t. Координаты такой точки будут определяются их 

положениями в зависимости от времени, то есть х = х (t),  у = у (t),  z = z (t), …,  σ = σ (t) (σ-п-

я координата точки в пространстве).  

Определение. Если каждому значению tР (Р – числовое или скалярное поле) поставлен в 

соответствие определенный вектор )(trr n


  п-мерного пространства Lп (Р),  то на поле Р 

определена векторная функция или вектор-функция  скалярного аргумента.  Векторная 

функция в трехмерном пространстве задается тремя координатами – скалярными (числовы-

ми) функциями х (t),  у (t),  z (t).  

 Рассмотрим точку М (х, у, z) в трехмерном координатном декартовом пространстве, 

координатные орты которого kji


,, , и координатные функции  х = х (t),  у = у (t),  z = z (t).   

Положение точки   М (х, у, z) в трехмерном пространстве определится векторной функцией  

     ktzjtyitxtrr


)()()()(
3

 .                (2) 

 С изменением скалярного параметра t точка М будет перемещаться в пространстве по 

некоторой линии, которая называется годографом вектора )(tr


. 

 Векторная функция скалярного аргумента осуществляет отображение пространства 

параметра-скаляра  t в пространство п-мерных векторов. В трехмерном пространстве – это 

отображение:  )()(:)(
33

PLtPtr 


. 

 

o90  

yxyx


22)(2   

x


2  

x


 

x  

y


 

0 

y
 

y


2  

y


2  
x


2

 

yxyx


22)(2   

  

Рисунок 1 
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 1.4. Скалярная функция векторного аргумента 

 

 В общем случае рассматриваемые функции  п-мерного пространства могут быть как 

линейными, так и нелинейными. Рассмотрение нелинейных функций создает большие 

трудности в изучении их характеристик и закономерностей. Поэтому одной из основных 

идей дифференциального исчисления является замена нелинейной функции функцией ли-

нейной, находящейся в ближайшем замкнутом (т. е. локальном) пространстве. Такая замена 

есть аппроксимация, то есть замена более простой функцией близкой по смыслу к исходной 

функции.  

 Одним из основных понятий дифференциального исчисления есть обобщенное поня-

тие производной функции п-мерного пространства. К обобщенному понятию производной 

функции п-мерного пространства приводит локальная линейная аппроксимация нелинейного 

отображения. Производная  функции оказывается линейным отображением f 
’
 : Ln → Lm. 

Отображение   Ln  есть п-мерное линейное пространство с элементами вида 

 T
n

xxxx ,...,,
21




 

и с линейными операциями  

 T
nn yxyxyxyx  ,...,, 2211


,  T

n
xxxx  ,...,,

21



, 

Где x


, y


 произвольные векторы из Ln , α – произвольно выбранное рациональное число. 

 Такому векторному пространству Ln может быть поставлено в соответствие любое п-

мерное изоморфное пространство Х, то есть между векторами Ln и Х установлено взаимно 

однозначное соответствие. 

Определение. Функция многих переменных  – это отображение п-мерного изоморфного 

пространство Х   Ln → Lm по заданному правилу f, аргументом которого является вектор 

  T

n
xxxx ,...,,

21



, а значениями )(xf


есть т – мерный вектор    T

m
yyyy ,...,,

21



.  

 Отображение f : Х   Ln → Lm каждому элементу х   Х   Ln ставит в соответствие 

элемент m
Lxfy  )(


. Вектор )(xfy


 есть образ x


 в отображении f  .   

Функция )(xf определяет способ получения координаты уi  множества  Lm  

 )(:|)( xfyXxLyxf m  . 

 Чтобы задать отображение )(xfy


 , следует указать способ, которым определяется 

каждая координата
myyy ,...,, 21

вектора )(xfy


 по соответствующим координатам век-

тора x


. Для этого, задаются т координатных функций fi   таких, что  
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






















),...,,...,,(

........

),...,,...,,(

.........

),...,,...,,(

),...,,...,,(

21

21

2122

2111

nimm

niii

ni

ni

xxxxfy

xxxxfy

xxxxfy

xxxxfy

, 

которые определяют отображение )(xfy


 , а каждая из координатных функций  fi есть 

отображение fi : Х   Ln → Lm..  
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Лекция № 2 

 

Функции двух и трех переменных в евклидовом пространстве 

 

2.1. Область определения и область значения функции двух  переменных. Линии уровней.  

Функция трех переменных.  

2.2. Предел функции двух переменных. Непрерывность функции.  Полное приращение функции. 

 

2.1. Область определения и область значения функции двух  переменных. Линии уровней.  

Функция трех переменных 

 

 Все понятия, положения  и определения, рассматриваемые в предыдущей лекции для 

функций п-переменных легко применяются для функции двух переменных п = 2. В то же 

время, функция двух переменных более простая в понимании основных понятий и положе-

ний, а так же  позволяет давать их геометрическую иллюстрацию.  

Определение. Функцией двух независимых переменных (х, у) называется зависимая пере-

менная z которой, по определенному правилу f, ставится в соответствие упорядоченная пара 

таких чисел, из некоторого множества D   R
2
, что  z = f (х, у). 

 Графически функция двух переменных представляет собой плоскость или некоторую 

поверхность в трехмерном пространстве. Это множество точек трехмерного пространства 

(х, у, z), причем z = f (х, у). 

 Независимые переменные  х и у называются аргументами. Из определения функции 

следует, что каждой упорядоченной паре чисел (х, у) из множества  D евклидова простран-

ства
 
ставится в соответствие функция z определенная на этом множестве, тогда множество 

D называется областью определения или областью задания функции  z = f (х, у). Область 

определения D является подмножество координатной плоскости Оху. 

 Функция считается заданной, если имеется правило или способ, по которому нахо-

дится вполне определенное единственное значение функции для каждой пары аргументов. 

Функция может задаваться алгебраической формулой, графически, функциональной шка-

лой, таблицей, словесным описанием или другими способами. Если функция задана явно, к 

примеру, алгебраической формулой, то область определения находится самой формулой.   

Пример 1.  Найти область определения функции 422  yxz . Область определения бу-

дет задаваться условием х
2 

+ у
2
 – 4 ≥ 0 или х

2 
+ у

2
 ≥ 4.Областью определения будет  множе-

ство точек круга с центром в начале координат и радиусом равным двум (рисунок 2).  
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Пример 2.  Найти область определения функции z = ln (1 – х
2
 + у

2
). Так как логарифмиче-

ская функция определена только для положительных чисел, то  1 – х
2
 + у

2
 > 0 или х

2
 + у

2
 < 1 

(рисунок 3). 

 

 

 Значение функции z = f (х, у) определенное парой чисел (х, у) есть некоторое множе-

ство вполне конкретных значений z. Совокупность конкретных значений функции опреде-

ленных парой независимых аргументов (х, у) называется  областью значений функции.  

Определение. Если функция z = f (х, у) определена в 

евклидовом пространстве на некотором множестве L 

точек плоскости имеющих одни и те же значения, то 

такая плоскость называется линией уровня функции 

двух переменных. Значения функции z = f (х, у) на 

множестве L есть константа С, которая определяет 

линии уровня  LС. 

 

  Рисунок 4 

Пример 1. Найти область определения функции  

z = х
2 

+ у
2
. Графиком такой функции будет парабо-

лоид вращения (рисунок 4). Областью определения 

функции z = х
2 

+ у
2
 является вся координатная плос-

кость ОхуR
2
, множеством значений будут все по-

ложительные значения аппликаты zi ≥ 0  .Линиями 

уровней С1 и С2 соответственно будут окружности с 

центрами на оси Оz, расположенные в плоскостях 

сечений параболоида параллельных плоскости Оху (рисунок 5). 

2 х • 
1 

Рисунок 2 Рисунок 3 

у 

х 

у 

О 1 
• О 

О у 

z 

• 

х 

• 

Рисунок 5 

C2 

C1 
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y
 

 

x
 

 

Пример 2. Найти область определения функции z x y   2 24 1. Графиком этой функ-

ции будет поверхность (рисунок 6). 

 

Функция имеет смысл, когда подкоренные выраже-

ния неотрицательны, следовательно, область опреде-

ления задается двумя неравенствами: x
2
 - 4  0 и y

2
 - 1 

 0. На плоскости Оху  им соответствует множество 

точек (х, у), для которых  |x|  2, |y |   1, т. е. все точ-

ки плоскости, которые не лежат внутри прямоуголь-

ника, ограниченного прямыми х =  2 и у =  1 (ри-

сунок 7). 

   

  Рисунок 6 

 

 

 

   

 

 

        

 

  Рисунок 7 

 

Определение. Функцией трех независимых переменных (х, у, z) называется зависимая пе-

ременная и которой, по определенному правилу f, ставится в соответствие упорядоченная 

тройка таких чисел, из некоторого множества М   R
3
, что  и = f (х, у, z). 

 Наглядным примером функции трех переменных есть функция V, определяющая 

объём параллелепипеда со сторонами  х, у, z: V = х∙у∙z. 

Объём параллелепипеда может зависеть от одновременно изменяющихся аргументах (х, у, 

z), так и от изменения двух или одного из параметров. Если зафиксировать аргумент х = хо, 

то объём становится функцией двух переменных. Любой функции двух переменных можно 

поставить в соответствие две ״частных״ функции одной переменной. При фиксированных 

двух аргументах  х = хо, у = уо, V – функция становится функцией одной переменной. Любой 

функции трех переменных можно поставить в соответствие три ״частных״ функции одной 

переменной.  

1 

-1 
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 Функции трех переменных широко используются при определении объёмов различ-

ных видов в геометрических задачах и задачах экономики. Например, при исследования 

спроса на кой-либо  товар по цене р и дохода потребителя r необходимо рассматривать вли-

яние альтернативного товара по цене  р1, то есть рассматривается функция трех переменных 

q = f (p, p1, r).  

  

2.2. Предел функции двух переменных. Непрерывность функции 

 

Предел функции двух переменных 

 

 Рассмотрим функцию z = f (х, у) определенную в евклидовом пространстве R
2
 на 

множестве L   R
2
. Все возможные пары чисел (х, у) образуют множество точек М с коор-

динатами (х, у), в которых определяются конкретные значения функции z=f (х, у).  Среди 

множества точек 
 
М найдется точка М (х0, у0), в которой функция  имеет некоторое конкрет-

ное значение А.  

Определение.   Пределом функции f (х, у) в точке М (х0, у0) называется число А при х 

→ х0 и у → у0 или М (х, у) → А,   если для любого сколь угодно малого положительного чис-

ла ε найдется положительное число отвечающее ему число δ=δ (ε) такое, что  для всех точек 

М (х, у), находящихся от точки  М (х0, у0) на расстоянии 0 < ρ [М (х, у), М (х0, у0)] < δ выпол-

няется неравенство  

| f (х, у) – A| < ε. 

Предел функции двух переменных обозначается так: 

Ayxf
yy
xx





),(lim

0
0

. 

Пример. Найти предел функции 
22

224

yx

yx
z




 , х → 0,  у → 0. 

Решение. Запишем предел функции 
22

22

0
0

4
lim

yx

yx

y
x 






, введем обозначение tyx  22
. Усло-

вие х → 0,  у → 0 равносильно условию t → 0. Перепишем предел с условием введенной за-

мены 




















 0

04
lim

4
lim

2

022

22

0
0 t

t

yx

yx

t
y
x

. 

Воспользуемся правилом Лопиталя для функции одной переменной. Найдем производные 

числителя и знаменателя упрощенной функции. 
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0
1

2
lim

0

04
lim

4
lim

0

2

022

22

0
0

























t

t

t

yx

yx

tt
y
x

. 

Заданная функция имеет конечный предел равный нулю. 

 Вычисление пределов функции двух переменных более сложная задача,  чем нахож-

дения предела функции одной переменной. Для функции двух переменных определение 

правого и левого пределов нет, так как направлений, по которым  аргумент стремится к 

пределу  на плоскости – множество. Пределы функций по отличным друг от друга направ-

лениям будут разными. 

 Если точка М (х, у) удалена от точки  М (х0, у0) на бесконечно большое расстояние   

0 < ρ → ∞, то говорят что точка М (х, у) → ∞. 

Определение.  Пределом функции z = f (х, у) называется число А при х →  ∞ и у → ∞ или 

М (х, у) → ∞,   если для любого сколь угодно малого положительного числа ε найдется по-

ложительное число отвечающее ему δ=δ (ε) такое, что  для всех точек М (х, у), находящихся 

от точки  М (х0, у0) на расстоянии 0 < ρ [М (х, у), М (х0, у0)] >> δ → ∞ выполняется неравен-

ство   

| f (х, у) – A| < ε. 

Ayxf

y
x






),(lim . 

 

Непрерывность функции 

 

 Если функция f (х, у) определенная в точке М (х0, у0) евклидова пространства имеет 

конечный предел равный значению функции в этой точке  

 ),(),(lim
00

0
0

yxfyxf
yy
xx





, то функция f (х, у) непрерывна в точке М (х0, у0). 

 Геометрический смысл непрерывности функции в точке заключается в том, что по-

верхность (плоскость) определяемая функцией сплошная без разрывов. Примером не непре-

рывной (разрывной) функцией является функция z = ln (х
2
 + у

2
). Эта функция в точке х = 0 и 

у = 0 не определена, то есть имеет в точке (0, 0) разрыв. 

 Можно рассматривать понятие непрерывности двух переменных по каждой перемен-

ной при фиксированном значении одной переменной, то есть частные виды функций двух 

переменных. Пусть в функции z = f (х, у) зафиксирован аргумент  

у = у0, тогда функция z = f (х, у0) есть функция одной переменной.  
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 Функция z = f (х, у0) будет непрерывна в точке (х0,у0), если в  этой точке она опреде-

лена имеет конечный предел )()(lim
000

0
xfyxfy

xx



.  

 Так же функция z = f (х, у0) будет непрерывна в точке (х0, у0), если в  этой точке она 

определена и бесконечно малому приращению аргумента х + ∆х соответствует бесконеч-

но малое приращение функции ∆xz, при этом конечный предел будет   

)()(lim
0000

0
xfyxxfy

x



, в этом случае функция будет непрерывной. 

 

Полное приращение функции 

 

 

 

В случае приращения одного из аргументов х + ∆х или у + ∆у,   функция имеет частное при-

ращение ∆хz = f (x + ∆х, y) - f(x, y) или  ∆уz = f (x, y + ∆y) - f(x, y) (рисунок 8). Если оба аргумента 

имеют  приращения, то функция получает полное приращение: 

∆z = f (x + ∆х,  y + ∆y) – f (х, у). 

О 

z 

у 

∆х 

 ∆z = ∆zx 

х 

х 

х 

х 

у 

у у 

z 

z z 

О 

О О 

∆х 

∆у ∆у 

z = f (х, у) 

∆z = ∆zу 

а) график функции z = f (х, у) 

 

∆х+∆у 

 

б) график функции z+ ∆хz = f (х+∆х, у) 

 

в) график функции z + ∆уz = f (х, у+∆у) 

 

г) график функции z+ ∆z = f (х+∆х, у+∆у) 

 

Рисунок 8 
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Определение.  Выражение ∆z = f (x + ∆х,  y + ∆y) – f (х, у), определяющее величину прира-

щения функции ∆z называется полным приращением функции.  

 Рассмотрим примеры функций, для которых полные приращения функции равны 

сумме приращений аргументов и, когда полные приращения функции не равны сумме при-

ращений аргументов. 

 Проверить выполнение равенства полного приращения функции сумме частных при-

ращений аргументов. 

Пример. Задана функция z = х
2
 + у

2
. Найти частные приращения функции и сравнить их 

сумму с полным приращением функции. 

Решение. Найдем частные и полное приращения функции: 

  2222222222 22)()( xxxyxyxxxxyxyxxz
x

 ; 

  2222222222 22)()( yyyyxyyyyxyxyyxz
y

 ; 

 
;22)(

22)()()(

2222

22222222

yyyxxxyx

yyyyxxxxyxyyxxz




 

Найдем сумму частных приращений и сравним с полным приращением функции 

22 22 yyyxxxzz yx  ; 22 22 yyyxxxz  .  

Сумма частных приращений аргументов равна полному приращению функции  

∆z =  ∆х z + ∆у z . 

Пример. Задана функция z = х у
2
. Найти частные приращения функции и сравнить их сумму 

с полным приращением функции. 

   222222 )()( yxyxyxyxyxyxxzx  ; 

   222222 2)()2()()( yxyxyyxyyyyxyxyyxz
y

 ; 

 222 yxyxyxyzz
yx

 . 

 

.22

)(22

)()2()()())((

222

22222

22222

yxyxyyxyxyyx

yxyxyxyyxyxyyxyx

yxyyyyxxyxyyxxz







 

 222 yxyxyxyzz
yx

 ; 

 222 22 yxyxyyxyxyyxz  .  

 В этом примере, сумма частных приращений аргументов не равна полному прираще-

нию функции ∆z ≠ ∆хz + ∆ у z . 
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Лекция № 3 

 

Частные производные и дифференциал функции двух  переменных  

  

3.1. Частные производные функции двух и трех переменных. Условия дифференцируемости  и диф-

ференциал  функции двух переменных.  

3.2. Касательная плоскость в точке поверхности функции z = f(х, у). Геометрический смысл  частных  

производных.  

3.3. Производная по направлению. Градиент. 

 

3.1. Частные производные функции двух и трёх переменных. Условия  дифференциру-

емости функции двух переменных 

 

 Рассмотрим функцию f (х, у) определенную в евклидовом пространстве R
2
 на множе-

стве L   R
2
. На множестве определения такой функции найдется точка М (х, у), в которой 

могут определяться конкретные частные приращения функции, то есть существует 

z + ∆х z = f (х+∆х, у) и z + ∆у z = f (х, у + ∆у), 

имеющие определенные значения пределов. 

Определение. Частной производной функции f (х, у) по одному из аргументов  х или у 

называется предел отношения частного приращения функции ∆х z или ∆у z к соответствую-

щим приращениям аргумента ∆х, ∆у, при условии стремления приращения аргумента к ну-

лю. 

 Обозначаются частные производные символами: 

y

f

x

f

y

z

x

z
yxfyxfzz

yxyx















 ;;;);,();,(;;

00 . 

 Частная производная функции f (х, у) по переменной х записывается так: 

x

yxfyxxf

x

z

x

f

x

z

x

x

x 




















),(),(
limlim 00

00
. 

 Частная производная функции f (х, у) по переменной у записывается так: 

y

yxfyyxf

y

z

y

f

y

z

y

y

y 




















),(),(
limlim 00

00
. 

 Частные производные функции вычисляются при фиксированных значениях одного 

из аргументов (х – «константа» или у – «константа»). Таким образом, вычисление част-

ных производных выполняется по правилам определение производной функции одной пе-

ременной. 
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 Для функции трех переменных V = (х, у, z) частные производные по одному из аргу-

ментов определяются при фиксировании двух других переменные. Например, частная про-

изводная по х, определяется при фиксировании двух других переменные у и z .   

Определение. Частной производной функции V = (х, у, z) по одному из аргументов  называ-

ется предел отношения частного приращения функции ∆хV, ∆уV, ∆zV к соответствующим 

приращениям аргумента ∆х, ∆у, ∆z при условии стремления приращения аргумента к нулю. 

  Если в некоторой точке М (х, у, z)  евклидова пространства R
3
 на множестве D   R

3
 

для функции V = (х, у, z) существуют и определены частные приращения аргументов, то в э 

той точке   функция   имеет  частные производные по каждому аргументу 

x

zyxfzyxxf

x

V

x

f

x

V

x

x

x 




















),,(),,(
limlim 0000

00
; 

y

zyxfzyyxf

y

V

y

f

y

V

y

y

y 




















),,(),,(
limlim 0000

00
; 

z

zyxfzzyxf

z

V

z

f

z

V

z

z

z 




















),,(),,(
limlim 0000

00
. 

 Рассмотрим примеры определения частных производных функций двух и трех пере-

менных. 

Найти частные производные функций:  

а) xyxyyxz 542 32  ;  б) 322 4),,( zyxzyyxzyxf  . 

Решение.  а) xyxyyxz 542 32  ,   

определим частную производную по переменной х, у – константа 

54' 3  yxyz
x

, 

определим частную производную по переменной у, х – константа 

432' 22  yxxz
y . 

б) 322 4),,( zyxzyyxzyxf  , 

определим частную производную по переменной х, (у , z) – константы, 

322),,(' zyyzyxf
x

 , 

определим частную производную по переменной у,  (х , z) – константы, 

3242),,(' zyxzyxzyxf
y

 , 

определим частную производную по переменной z,  (х,  у) – константы, 

2234),,(' zyxyzyxf
z

 . 
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Условия  дифференцируемости функции двух переменных 

 

 Рассмотрим функцию z = f (х, у) определенную в точке М0 (х0, у0) евклидова про-

странства R
2
 на множестве L   R

2
. На множестве определения такой функции, найдется как 

угодно малая положительная окрестность δ точки М0 (х0, у0), определяющая область Т(М0, δ),  

с точкой М (х, у)  принадлежащей этой области, М (х, у)  Т(М0, δ).  Расстояние от точки М0  

до М есть ρ = ρ (ММ0) = 22 yx  < δ, приращения аргументов и приращение функции в 

любой точке области, Т(М0, δ) окрестности δ будут отличны от нуля ∆х = х - х0,  ∆у = у - у0,  

∆z = z - z0, z = f (х, у), z0 = f (х0, у0). 

Определение. Функция z = f (х, у) будет дифференцируемой в данной точке М0 (х0,у0), если 

существуют числа: А – число, независящее от приращения ∆х и В – независящее от прира-

щения ∆у, такие   что    полное приращение      функции имеет вид: 

∆z = А∆х + В∆у + α∆х + β∆у, 

где α и β бесконечно малые функции. 

 

 Условием дифференцируемости функции в данной точке есть представление: 

    ∆z = А∆х + В∆у + α∆х + β∆у. 

 

Дифференциал функции 

 

 Выражение А∆х + В∆у – линейная функция переменных ∆х и ∆у называется полным 

дифференциалом функции z = f (х, у) дифференцируемой в точке (х0, у0) и обозначается dz,  

dz = А∆х + В∆у 

 Функция, дифференцируемая в точке (х0,у0) имеет все частные производные такие, 

что 

B
y

z
A

x

z










, ,  

тогда, частный дифференциал определяется как произведение частной производной на 

приращение соответствующего аргумента  

y
y

z
zdx

x

z
zd

yx










 ,  или yd

y

z
zdxd

x

z
zd

yx








 , , 

здесь приращения аргументов ∆х ≅ dx и ∆у ≅ dy, которые называются дифференциалами 

аргументов. 

 Частные производные могут быть представлены в виде отношения частных диффе-

ренциалов к соответствующим приращениям аргумента 
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yd

zd

y

z

xd

zd

x

z yx 








, . 

Определение.  Дифференциалом функции двух переменных z = f (х, у) называется сумма 

частных производных умноженных на приращения соответствующих аргументов 

dy
y

z
dx

x

z
dz









 . 

Если частные производные 
y

z

x

z








,  функции z = f (х, у) принадлежат окрестности δ точки  

(х, у) и непрерывны в ней, то функция, дифференцируемая в этой точке, имеет полный диф-

ференциал. 

 

Дифференциал функции в приближенных вычислениях 

 

Рассмотрим пример: по заданным значениям приращений аргументов найти полное прира-

щение и дифференциал функции z = х (3 + у) в точке С (3, 2), если ∆х = 0,05 и ∆у = 0,04. 

Решение: 

 ∆z = (х + ∆х )(3 + у + ∆у) – х (3 + у) = 3 х +3∆х + ху +∆ху + х ∆у +∆х∆у –  3х – ху = 3∆х +∆ху + 

х ∆у +∆х∆у; 

 ∆z =  3∆х +∆ху + х ∆у +∆х∆у = 3∙0,05 + 0,05∙2 + 3∙0,04 + 0,05∙0,04 =  

 = 0,15 + 0,10 + 0, 12 + 0, 0020 = 0,3720. 

 dy
y

z
dx

x

z
dz









 = (3 + у) dx + х dy = (3 + у) ∆х + х ∆у, 

 dz = (3 + 2)∙0,05 + 3∙0,04 = 0,25 + 0,12 = 0,37. 

Ответ:  ∆z = 0,3720, dz = 0,37. 

В этом примере ∆z отличается от  dz на величину δ = 0,0020 – это бесконечно малая величи-

на высшего порядка. В общем виде приближенная формула имеет вид: 

 ∆z ≅ dz или  f (х+∆х, у+∆у) – f (х, у) = dy
y

z
dx

x

z









. 

Вычисления по этой формуле дают высокие приближения с точностью до бесконечно малой 

величины высшего порядка. 
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3.2. Касательная плоскость в точке поверхности функции z = f (х, у)   Геометрический смысл  

частных  производных 

 

Касательная плоскость в точке поверхности функции z = f (х, у) 

 

 По аналогии с геометрической интерпретации производной функции одной перемен-

ной, как углового коэффициента касательной к графику функции в некоторой точке х0, вве-

дем понятие касательной плоскости.  

Определение. Плоскость К, проходящая через точку М0, принадлежащую поверхности Р, 

которая является графиком функции двух переменных f (х, у), будет касательной к поверх-

ности Р в точке М0, если на поверхности Р имеется точка М отстоящая от  М0 на  расстоя-

нии ρ(ММ0) и на расстоянии δ от плоскости К, то  при стремлении М →М0 , δ < ∆f  стремит-

ся к нулю (δ → 0). На рисунке 9 показаны плоскость К – касательная к поверхности Р гра-

фика функции в точке М0(х0, у0, z0) точка М(х, у, z) , принадлежащая секущей плоскости S 

(прямая S есть след секущей плоскости) и поверхности Р.  Расстояние ρ = ρ (ММ0) = 

22 yx  ,  

∆х = х - х0, ∆у = у - у0, ∆z = z - z0, z = f (х, у), z0 = f (х0, у0). 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Расстояние точки М до касательной плоскости К есть  δ=МC. Точка М приближается 

к точке М0 по дуге ММ0, при этом точка М приближается к точке С, а секущая плоскость 

приближается к касательной плоскости, угол φ → 0. При стремлении расстояния 

ρ(ММ0) = 22 yx   

к нулю расстояние δ становится бесконечно малой величиной высшего порядка. 

К 

δ 
О  у 

 z 

М 
М0 

 ρ 

 • 

х 

 • 

 • 

Р 

 C 

        Рисунок 9 

S 

φ 
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 Таким образом, для существования касательной к поверхности, определенной функ-

цией  z = f (х, у), в точке М0(х0, у0, z0) необходимо и достаточно, чтобы функция была диф-

ференцируема  в точке (х0,у0), такой, что  z0 = f (х0, у0). 

 

Геометрический смысл  частных  производных 

 

 Для простоты понимания и наглядности рассмотрим функцию z = f (х, у), графиком 

которой является сфера Р (рисунок 10). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Выделим точку М (х, у, z), принадлежащую ¼ части сферы, как показано на рисунке. Через 

эту точку проведем сечения Skу  и сечение Skx перпендикулярные плоскости Оху. Точке М(х, 

у, z) соответствует точка М0(х0, у0) на координатной плоскости Оху. Точка М1Р имеет ко-

ординаты (х+∆х, у, z+∆хz), 

М2Р имеет координаты (х, у+∆у, z+∆уz). 

Запишем пределы отношений: 
x

z

x

z
x

x 








 0
lim  и 

y

z

y

z
y

y 








 0
lim . Отношение  

x

z




  есть 

тангенс угла наклона образуемого секущей, содержащей отрезок  ММ1 с положительным 

направлением оси Ох, tg
x

z





. Аналогично, отношение 

y

z




 есть тангенс угла наклона 

 х 

Р 

 у 

 z 

 О 

  • 

 α 

 β 

lky 

lkx 

М 

М0(х0,у0) 

  • 

Рисунок 10 

Skx 

Skу 

М2 М1 
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образуемого секущей, содержащей отрезок  ММ2 с положительным направлением оси Оу, 

tg
y

z





.  

Частные производные 
x

z




 и 

y

z




 численно равны  тангенсам углов наклона касательных 

проведенных в заданной точке поверхности, определенной функцией z = f (х, у), к линиям 

поверхности образованных сечениями графика при постоянных значениях переменных у 

или х с положительными направлениями осей  Ох или Оу соответственно. 

Следует отметить, что изменение частных производных 
x

z




 и 

y

z




 происходит по направ-

лениям параллельным осям Ох и Оу. 

 

3.3. Производная по направлению. Градиент функции 

 

 Рассмотрим функцию u = f (х, у, z) определенную в точке М0 (х0, у0, z0) евклидова про-

странства R
3
. Как отмечалось ранее, для функций евклидова пространства пределы по от-

личным друг от друга направлениям будут различными, следовательно, по разным направ-

лениям, так же  будут различными частные приращения и частные производные функции. 

Пусть для функции u = f (х, у, z) в точке М0 (х0, у0, z0) существуют и определены частные 

приращения и производные по всем направлениям каждого аргумента. Будем рассматривать 

некоторую прямую, проходящую через точку М0 в определенном направление, которое за-

дано единичным вектором:  

)cos,cos,(cos e


, 

длина вектора: 

1coscoscos 222  e


. 

Определение. Косинусы (  cos,cos,cos ) называются направляющими косинусами углов, 

образованных единичным вектором e


 с осями координат.  

 Придадим аргументам функции u = f(х, у, z) приращения вдоль направленной прямой 

l, заданной единичным вектором e


. Тогда на прямой l обозначится точка М (х+∆х, у+∆у, 

z+∆z) такая, что образуется направленный отрезок MM 0 , длиной || 0MM  = ∆l и ∆х = ∆l 

cosα,∆у = ∆l cosβ, ∆z = ∆l cosγ . В точке М функция u = f (х, у, z) получает приращение ∆l u  по 

направлению прямой l  

∆l u= f (х0 + ∆l cosα, у0 +∆l cosβ, z0 + ∆l cosγ) – f (х0, у0, z0). 
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Производная функции u = f (х, у, z) в точке М есть предел отношения приращения функции в 

этой точке ∆l u к приращению ∆l , при ∆l → 0, 

l

zyxfzyxf

l

zyxf

l

u

l 















),,()cos,cos,cos(
lim

),,( 000000

0

000 
.  

 Таким образом, вдоль прямой l координаты функции  (х, у, z) зависят от l, то есть ко-

ординаты  функции l, сама функция u = f (х, у, z) есть сложная функция одной переменной l.  

Определение. Производной по направлению l, называется производная сложной функции по 

переменной l, определенная пределом отношения приращения функции в точке (М0)  по 

направлению заданному единичным вектором  e


, к величине перемещения ∆l → 0, 

l

u

l

u l

l 








 0
lim . 

 Как быстро изменяется функция по заданному направлению, определяется её произ-

водной 
l

u




 по этому направлению. Частные производные по аргументам  

z

u

y

u

x

u












;;  есть 

координаты вектора характеризующего ״скорость״ изменения функции по направлению со-

ответствующих координатных осей.  

 

Градиент функции 

 

 Понятие градиента вводится как вектор, указывающий направление наибольшей 

  возрастания     функции.   Обозначается      градиент   ״скорость״

символом ,..., zu   или grad u, grad z , …. 

Определение.  Градиент функции u  в заданной точке это вектор, с координата-

ми 






















z

u

y

u

x

u
;; ,  указывающий направление возрастания функции. 

Рассмотрим скалярное произведение двух векторов ( u ∙ e


). Так как скалярное произведе-

ние двух векторов есть сумма произведений соответствующих координат, то  

)( eu

  = 





















z

u

y

u

x

u
;; ∙ )cos,cos,(cos   =  coscoscos

z

u

y

u

x

u














, 

 coscoscos),(
z

u

y

u

x

u
eu

















, 

скалярное произведение градиента и единичного вектора, определяющего направление 

прямой l, есть производная функции u = f (х, у, z) по направлению, следовательно: 

),( eu
l

u 





. 
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 Определим связь между производной в некоторой точки М (х, у, z)  графика функции 

u = f (х, у, z), по произвольно выбранному направлению l, и градиентом функции.  Пусть на 

поверхности графика функции u = f (х, у, z) выбрана точка М такая, что в направлении l су-

ществует производная
l

u




(рисунок 11). 

  Вектором градиента u  может быть лю-

бой радиус – вектор |||| uMP  . Пусть MP  об-

разует с направлением l угол φ, тогда  произве-

дение 
l

u
u




 cos||  

есть проекция  MN вектора градиента u  на 

направление производной 
l

u




. Если cos φ = 1, 

градиент имеет наибольшее значение. Если cos φ 

= 0, то есть вектор градиента u  перпендикуля-

рен направлению  l, и производная по направлению l равна нулю. 

 

Геометрический смысл вектора градиента функции 

 

 Понятие  линией уровня функции двух переменных введено в первой лекции, и на 

функции трех и многих переменных, имеет место понятие поверхностей уровня функции. 

Поверхности, определенные функцией  в евклидовом пространстве на некотором множестве 

R
3
, в каждой точке, которой  функция имеет одни и те же значения, то есть u = f (х, у, z) =С. 

 Если через точку М к поверхности уровня функции u = f (х, у, z) = С провести каса-

тельную плоскость, то вектор градиента функции u  будет перпендикулярен касательной 

плоскости в точке М. Для функции двух переменных z = f (х, у) линии уровней задаются 

уравнением  f (х, у) = С, градиент функции направлен перпендикулярно к линии уровня f (х, 

у) = С.   

Пример.  Определить вектор градиента функции u = f (х, у, z) = х
3
 + 3у

2
 – 2z

2
 в точке М0 (1, 2, 

3) и производную по направлению MM 0
, М (0, 1, 2).  

Решение. Найдем частные производные функции в точке М0 (1, 2, 3): 

 
23x

x

f





;  y

y

f
6




;  z

z

f
4




. 

Вычислим значения частных производных в точке М0(1, 2, 3) 

  

l

u



  М 

u  

l 

f (х, у, z)  

φ 
 • 

N 

Рисунок 11 

Р 
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 3




x

f
;  12





y

f
;  12





z

f
. 

Вектор градиента функции: u = 




















z

u

y

u

x

u
;; ,  u = (3, 12, – 12). 

 Для определения производной по направлению найдем единичный вектор, имеющий 

заданное направление  MMl 0


= (–1,  –1,  –1) = –1i – 1j – 1k, где i , j, k – единичные векторы 

с координатами i = (1, 0, 0), j = (0, 1, 0), k = (0, 0, 1). 

 Вычислим модуль вектора MM 0
: 3)1()1()1(|| 222

0
MM . 

 Вычислим направляющие косинусы вектора MM 0 , найдем отношение   

 kji
kji

MM

MM 


3

1

3

1

3

1

3

111

||
0

0 


 →

 →
3

1
cos;

3

1
cos;

3

1
cos   . 

 Найдем производную по направлению 

 
l

u




=  coscoscos

z

f

y

f

x

f

l

f



















= 3

3

12

3

12

3

3



 . 

Ответ: u = (3, 12, – 12), 
l

u




= – 3 . 
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Лекция № 4 

 

Дифференциалы функций и частные производные высших порядков и их применение 

при исследовании функций на экстремум 

 

4.1. Производные и дифференциал сложной функции. 

 4.2. Частные  производные высших порядков. Дифференциалы  высших порядков. Формула Тей-

лора.  

4.3. Экстремумы функций. Исследование функций двух переменных на  экстремум.  Наибольшее 

и наименьшее значение функции. 

 

4.1. Производная и дифференциал сложной функции 

 

 Рассмотрим функцию z = f (u, g), где u = t (х, у), g = s (х, у), определенную в евклидо-

вом пространстве. Функция  f (u, g) сложная, так как её аргументы есть так же функции  не-

зависимых переменных х и у, назовем u и g – функции-аргументы. Тогда функция z = f (u, g) 

может быть выражена через     независимые переменные х и у: z = f [t (х, у), s (х, у)].  

 Пусть в каждой точке множества определения функции f (u, g) и  u = t (х, у), g = s (х, 

у) существуют непрерывные частные производные по всем аргументам u, g, х, у. 

 Придадим приращение аргументу (х+∆х) функции z при постоянном значении у, то-

гда получим приращения  ∆х u, ∆х g и ∆х z = 
x

z



 , выразим приращение функции через при-

ращения аргументов 

x

g
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u

x

g

u

z

x

u

u

z

x

z xxxx
































 . 

 Переходя к пределу при ∆х → 0, тогда и ∆х u → 0, ∆х g → 0 получаем  

x

g

g

z

x

u

u

z

x

z






















, 

 Таким образом, частная производная сложной функции по переменной х есть сумма 

произведений частных производных сложной функции по аргументу функции u переменной 

х на частную производную функции-аргумента g по переменной х. 

 Если переменная у  зависит от х, то  у = и (х), тогда  функции u = t (х), g = s (х), так же 

зависят только от х. Тогда полная производная функции z по х запишется следующим обра-

зом: 
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g
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z
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u

u

z
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z
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


  или 
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x

g

g

z

x

u

u

z
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x
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dx
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





 . 

 Аналогичными рассуждениями, оставляя постоянным значение переменной х и зада-

вая приращения (у+∆у) получим частную производную и полную производную функции z 

по у 
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
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


 . 

Рассмотрим пример: найти частные производные сложной функции: 

z = u
 2
 g

2
, u = х + 2у, g = х

2
у. 

Решение.   

 Найдем частную производную по переменной х:  

x

g

g

z

x

u

u

z

x

z






















, 

;)2(22;)2(22 222242 yxyxgu
g

z
yxyxgu

u

z










 

;2;1 yx
x

g

x

u










 

.2)2(2)2(2

;222;

2224

22

xyyxyxyxyx
x

z

yxgugu
x

z

x

g

g

z

x

u

u

z

x

z

































 

 Найдем частную производную по переменной у: 
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4.2. Частные  производные высших порядков. Дифференциалы  высших порядков 

 

Частные  производные высших порядков 

 

 Рассмотрим функцию двух переменных z = f (х, у) на множестве Lп   R
2
   и суще-

ствующую в каждой точке множества определения функции {Мп}.  В каждой точке М(х1, у1), 

М(х2, у2), …, М(хп, уп) множества {Мп} функция имеет частные производные первой степени 

x

yxf



 ),(
,

y

yxf



 ),(
, которые так же есть функции аргументов (х, у). Если частные производ-

ные в точках {Мп} существуют и непрерывные, то частные производные первой степени так 

же могут иметь производные в точках {Мп}. 

  Частные производные от производных первого порядка на одном и том же множе-

стве определения функции {Мп} называются частными производными второго. 

 Частные производные второго порядка вычисляются по правилам вычисления част-

ных производных первого порядка и обозначаются, как: 
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Производные 
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f



 2

и  
xy

f



 2

– смешанные частные производные второго порядка функ-

ции f (х, у), причем 
yx

f



 2

= 
xy

f



 2

. 

 Рассмотрим пример: вычислить все частные производные второго порядка в точке М (2, 1)  

функции f (х, у) = 2х
4
 + 3х

3
у

2
 + 2ху + у

4
 – 5х. 

 Решение. Найдем частные производные функции первого порядка 

  fх 
′
(х, у) =8х

3
 + 9х

2
у

2 
+ 2у – 5;          fу 

′
(х, у) = 6х

3
у + 2х + 4у

3
. 

  Находим  все частные производные функции второго порядка 
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  Функции смешанных частных производных функции второго порядка имеют одина-

ковый вид, то есть  равны: 

 218 2

22










yx

xy

f

yx

f
. 

 Вычислим частные производные второго порядка в точке М (2, 1): 
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Ответ: 132
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. 

 Частные производны от производных второго порядка на одном и том же множестве 

определения функции {Мn} называются частными производными третьего порядка. 

 Частные производные третьего порядка вычисляются по общим правилам вычисле-

ния частных производных от производных второго порядка и имеют обозначения: 
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 Если на множестве Lп   R
п
   в каждой точке множества существует и определена  

функция  u = f (х1, х2, х3, …, хп-1, хп) и имеет частные производные до (п - 1)-го порядка, то 

частная производная п-го порядка есть производная от частной производной (п - 1) - го по-

рядка  

f 
(п)

 (х1, х2, х3, …, хп-1, хп) = (f 
(п-1)

 (х1, х2, х3, …, хп-1, хп)
′
. 

Пример.  Найти частные производные третьего  порядка функции: 

  f (х, у) = 2х
4
 + 3х

3
у

2
 + 2ху + у

4
 – 5х. 

 Решение. Найдем частные производные функции первого порядка: 

 fх 
′
(х, у) =8х

3
 + 9х

2
у

2 
+ 2у – 5;          fу 

′
(х, у) = 6х

3
у + 2х + 4у

3
. 

 Находим  все частные производные функции второго порядка: 
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 Находим  все частные производные функции третьего порядка: 
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Дифференциалы  высших порядков 

 

 Рассмотрим функцию двух переменных z = f (х, у) для которой существуют непре-

рывные первые и вторые частные производные на множестве Lп   R
2
 , то есть функция 

дважды дифференцируема в каждой точке  Lп . Первый дифференциал функции двух пере-

менных z = f (х, у) определяется суммой частных производных умноженных на приращения 

соответствующих аргументов 

dy
y

z
dx

x

z
dz









 , 

при этом дифференциал  dz остается функцией от х, у. Сомножители dх и dу частных произ-

водных  есть приращения аргументов  х и у и не зависят от их значений.  

 Дифференциал функции dz двух переменных х и у, называется вторым дифференци-

алом d(dz)   функции z = f (х, у) или дифференциалом второго порядка.     

 Запишем дифференциал от дифференциала первого порядка 
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 Квадратичная форма относительно переменных dx  и dy соответствующая билиней-

ной форме дифференциала от дифференциала первого порядка называется дифференциалом 

второго порядка 

 Аналогичным образом определяются дифференциалы третьего и более высокого п-го 

порядков при условии существования непрерывных  частных производных предыдущих по-

рядков, то есть (п - 1) - го. 
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 В общем виде дифференциал  п-го порядка определяется формулой: 
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k

k

n

n dydx
yx

z
Czd 


 




0

. 

 Таким образом, дифференциал п-го порядков, есть сумма многочлен  непрерывных 

производных предыдущих порядков в некоторой малой окрестности точки, в которой опре-

делена функция. 

Пример.  Найти дифференциал третьего  порядка функции 

  z = f (х, у) = 2х
4
 + 3х

3
у

2
 + 2ху + у

4
 – 5х. 

 Решение. Найдем дифференциал функции первого порядка: 

 dz = (8х
3
 + 9х

2
у

2 
+ 2у – 5) dx +( 6х

3
у + 2х + 4у

3
) dy. 

 Найдем  дифференциал функции второго порядка: 

 d (dz) = d [(8х
3
 + 9х

2
у

2 
+ 2у – 5) dx +( 6х

3
у + 2х + 4у

3
) dy] ; 

 d
2
z = d [(8х

3
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2
у

2 
+ 2у – 5) dx] + d [( 6х

3
у + 2х + 4у

3
) dy] = ( 24x

2
 +18xy

2
) (dx)

2
 + (18x

2
y +2) dx 

dy +(18x
2
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3
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2
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2
 +18xy

2
) (dx)

2
 + 2( 18x

2
y +2) dx dy +(6x

3
 + 12y

2
) (dy)

2
; 

Найдем  дифференциал функции третьего порядка: 

 d (d
2
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2
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2
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2
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2
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3
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2
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2
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2
] dx + [(24x

2
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2
) (dx)

2
] dy + 

 + 2[(18x
2
y +2) dx dy] dx +2[( 18x

2
y +2) dx dy] dy +       

 + [( 6х
3
 + 12у

2
) (dy)

2
] dx + [( 6х

3
 + 12у

2
) (dy)

2
] dy = 

 = (48x +18y
2
) (dx)

3
 + 108 xy (dx)

2
 dy + 54x

2
 dx (dy)

2
 + 24y (dy)

3
. 

Ответ: d
3
z = (48x +18y

2
) (dx)

3
 + 108 xy (dx)

2
 dy + 54x

2
 dx (dy)

2
 + 24y (dy)

3
. 

 

Формула Тейлора  

 

 Рассмотрим функцию двух переменных z = f (х, у) для которой существуют непре-

рывные частные производные до п-го порядка на множестве Lп   R
п
 в точке М0(х0, у0), то 

есть функция п-раз дифференцируема в окрестности    точки М0(х0, у0). В окрестности   

найдется  некоторая точка   М (х, у)     такая,    что М(х, у) = М (х0 + ∆х, у0 + ∆у),   

  22

0
)( yxMM  и существует 0 < ε = ε (∆х, ∆у) < 1, при этом выражение полно-

го приращения функции есть многочлен суммы произведений приращений на соответству-



33 

 

ющие частные производные до п-го порядка включительно и малого остаточного члена, вы-

раженного функцией rn (∆х, ∆у) в этой малой окрестности точки 
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Полное приращение функции можно записать более краткой формулой: 
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эта  формула  называется  формулой Тейлора (п - 1)-го   порядка   функции z = f (х, у), функ-

ция ),(
1

yxr
n


 – остаточный член в формуле Тейлора. 

 В математическом анализе используются несколько форм остаточного члена форму-

лы Тейлора: 

 - форма Лагранжа 
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 - форма Пеано 
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При М (х, у) →   М0(х0, у0),   0)( 22

0
 yxMM и предел функция ε(∆х, ∆у) при ρ → 0 

будет равен нулю для каждого слагаемого rп, 0),(lim
0




yx
k



. Остаточный член rп(∆х, ∆у) 

будет определяться величиной бесконечно малой величиной о(ρ
п
)  = ε(∆х, ∆у) ρ

п
, то есть 

rп (∆х, ∆у) = о(ρ
п
). 

 Формула Тейлора одна из основных формул математического анализа, имеющая 

применение для вычисления с определенным приближением значений функций. 
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Лекция № 5 

 

Экстремумы функций. Исследование функций двух переменных на  экстремум.  

Наибольшее и наименьшее значение функции 

 

5.1. Экстремумы функций.  

5.2. Исследование функций двух переменных на экстремум.         

5.3. Наибольшее и наименьшее значение функции. 

5.4. Понятие условного экстремума 

 

5.1. Экстремумы функций. Необходимые и достаточные условия существования экстремума 

 

Экстремумы функций 

 

  Аналогично  теории определения  максимума и минимума функции одной перемен-

ной с помощью производной вводятся условия максимума и минимума функции двух и бо-

лее переменных. 

  Рассмотрим функцию двух переменных z = f (х, у) которая определена на множестве 

Lп   R
п 

и непрерывна в точке 
 
М (х0, у0). 

 Определение.
 
 Если существует такая окрестность δ точки М (х0, у0), что  для всех точек (х, 

у)  δ выполняются неравенства  

f (х0, у0) – f (х, у) ≥ 0, 

то  точка М (х0, у0) называется точкой максимума, 

f (х0, у0) – f (х, у) ≤ 0, 

то  точка М (х0, у0) называется точкой минимума. 
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 На рисунке 12 а) показам максимум функции z = f (х, у), в некоторой окрестности δ 

точки М (х0, у0), на рисунке 12 б) показам   минимум    функции z = g (х, у) в окрестности δ 

точки N(х0, у0). Максимальное или минимальное значение функции рассматривается в малой 

окрестности точек М (х0, у0) или N (х0, у0), то есть максимум или минимум функции имеет 

локальный характер. Точки, в которых функция достигает максимума и минимума, назы-

ваются точками экстремума. 

  Необходимым условием существования точки экстремума для функции одной пере-

менной, есть равенство  нулю  производной функции  в этой точке.  Для функции f (х, у) 

двух переменных необходимое условие существования точки экстремума сводится к равен-

ству нулю частных производных  первого порядка.  

  Функция  f (х, уconst) достигает экстремума в точке х, когда  

x

yxf
const



 ),(
= 0, 

  аналогично f (хconst , у) достигает экстремума в точке у, когда  

y

yxf
const



 ),( = 0. 

 Определение.
 
Чтобы функция двух переменных f (х, у) имела точку  экстремума М (х, у), 

необходимо чтобы в этой точке частные производные 
x

yxf



 ),(  и 
y

yxf



 ),(
были  равны нулю 

или не существовали.  

  Если частные производные существуют, то в точках максимума или минимума гра-

диент функции f = 0. 

       Точки, в которых частные производные функции по независимым переменным рав-

ны нулю, называются стационарными или критическими точками функции. В стационар-

ных точках определяется максимум или минимум функции. 
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  По аналогии функции одной переменной, можно утверждать: чтобы в стационарной 

точке М (х, у) был максимум необходимо существование в этой точке вторых производ-

ных, не превосходящих нуль, т.е.  

2

2 ),(

x

yxf



 ≤ 0, 
2

2 ),(

y

yxf



 ≤ 0, 

необходимым условием существования минимума есть 

2

2 ),(

x

yxf



 ≥ 0, 
2

2 ),(

y

yxf



 ≥ 0. 

  Если по виду функции или её графика можно  уверенно определить наличие точек 

экстремума, то достаточно определения стационарных точек и знаков вторых производных 

функции в этих точках. В других случаях требуется дополнительно рассматривать уже до-

статочные условия существования экстремума функции. 

 

Достаточные условия существования экстремума функции 

 

  Рассмотрим функцию двух переменных z = f (х, у) которая определена на множестве 

Lп   R
п 

и непрерывна в точке 
 
М (х0, у0), в которой существуют и непрерывны частные про-

изводные второго порядка  
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  В зависимости от знака вторых производных в стационарной точке М(х0,у0), то есть 

положительные или отрицательные числовые значения производных, определяется макси-

мум или минимум.  

  Введем обозначения, пусть  

2
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2 ),(
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yxf




=А, 
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yxf
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 ),(
00
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=
xy

yxf



 ),(
00

2

=В, 
2

00

2 ),(

y

yxf




= С, 

тогда:  

- если число А положительное (А>0), то в точке  М(х0, у0) имеется минимум,  

- если число А отрицательное (А<0), то в точке  М(х0, у0) имеется максимум,  

- если АС – В
2
 > 0,  то в точке  М(х0, у0) имеется экстремум функции,  

- если АС – В
2
 < 0 функция экстремума не имеет,  

- если АС – В
2
 = 0 наличие экстремума в точке не определено. 



37 

 

 На рисунке 13 показан график функции с 

седловой точкой М (х0, у0), в которой функция 

определена и непрерывна, может иметь первые 

производные равные нулю, но не является точ-

кой экстремума.  

 Седловая точка это точка, принадлежа-

щая области определения функции и является 

стационарной, но не является локальным экс-

тремумом. 

  

  Таким образом, достаточным условием существования локального  максимума или 

минимума функции в точке, является определенность знаков в соотношениях выражений 

для вторых производных функции в стационарной точке (х0, у0): 

 если 
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yx

yxf
> 0 – в точке (х0, у0) 

функция имеет максимум; 

 

если 
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yxf




> 0 и 
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2 ),(
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


∙
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 ),(
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00

2 ),(













yx

yxf
> 0 – в точке  (х0, у0) функ-

ция имеет минимум. 

  

 

 5.2 Исследование функций двух переменных на экстремум 
 

  Исследование функции на экстремум двух переменных  f (х, у), определенной и не-

прерывной на множестве Lп   R
2
, проводится в следующем порядке: 

  - определяются частные производные функции первого порядка 

     
x

yxf



 ),(
 и 

y

yxf



 ),(
; 

  - определяют стационарные точки функции, для этого решают систему  уравне-

ний     























.0
),(

,0
),(
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yxf

x

yxf

 

  - определяются частные производные функции второго  порядка 

 z 

 х 

 у  О 

 • 

М(х, у) 

 • 

      М(х0, у0) – седловая точка 

Рисунок 13 
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2

2 ),(

x

yxf




;  

2

2 ),(

y

yxf




; 

yx

yxf



 ),(2

=
xy

yxf



 ),(2

 и вычисляют их  значения в каж-

дой стационарной точке; 

  - проверяют выполнение достаточных условий на экстремум  функции  в стацио-

нарных точках, выявляют виды экстремума; 

  - находят максимальное, минимальное значения функции в  соответствующих ста-

ционарных точках. 

 Рассмотрим примеры определения экстремумов функций. 

 Пример. z = х
3 

– 3х
2
у

 
– у

 3
 + 3ху

 2
 – 1,5у

 2
 + 1,5х

 2  
– 6у. 

Решение. Найдем частные первые производные функции: 

  xz = 3х
2 

– 6ху + 3у
 2

 + 3х
 
,    yz = – 3х

2 
+ 6ху – 3у

 2
 – 3у – 6. 

 Определим стационарные точки функции, составим систему уравнений: 

  










,063363

,03363

22

22

yyxyxz

xyxyxz

y

x
  → 3х – 3у – 6 = 0 →  у = х – 2,  

найдем решения системы 








.2

,0)2()2(2 22

xy

xxxxx
 

           








.2

,04

xy

x
     









.6

,4

y

x
 

стационарной является точка (– 4, – 6) 

Найдем частные производные функции второго  порядка: 

  ;366  yxz
xx  ;366  yxz

yy  ;66 yxzz
yxxy

  

  0153)6(6)4(6 A ,    012)6(6)4(6 B                

  093)6(6)4(6 C . 

Проверим   выполнение   достаточных условий на экстремум  функции  в стационарных 

точках: 

  015A , АС – В
2
= 15∙9 – (–12)

2
 < 0, в стационарной точке (– 4, – 6) –  функция экстре-

мума не имеет. 

 

 5.3. Наибольшее и наименьшее значение функции 

 

  Определение наибольшего и наименьшего значения функции предполагает нахожде-

ние значений функции в точках экстремума и на границе множества существования 

функции. Наибольшее и наименьшее значение функции называется глобальным экстрему-

мом.  



39 

 

  Рассмотрим функцию двух переменных z = f (х, у) непрерывную на замкнутом мно-

жестве для которой существуют частные производные, во всей области определения вклю-

чая границу.   

  Для нахождения наибольшего и наименьшего значения функции необходимо иссле-

довать её на экстремум и найти значения функции в граничных точках области.  Покажем 

на примере определение   наибольшего  и наименьшего значения функции двух перемен-

ных. 

 Пример.  Найти наибольшее и наименьшее значение функции   

11 2

2

2

2







y

y

x

x
z , 

определенной и непрерывной во всех точках области ограниченной     линией  

х
2
 + у

2
 = 4, это круг ограниченный окружностью с радиусом r = 2 и центром в начале коор-

динат.  

 

График функции: 
11 2

2

2

2







y

y

x

x
z  

 Решение.  Найдем первые частные производные функции: 

22 )1(

2

x

x
z

x


 ;      
22 )1(

2




y

y
z

y
. 

  Найдем стационарные точки функции внутри области, составим и решим систему 

уравнений: 



















;00
)1(

2

;00
)1(

2

2

2

y
y

y

x
x

x

 

стационарной будет  точка:  (0, 0), принадлежащая внутренней области. 
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  Значение функции в стационарной точке внутренней области равно нулю,  

z = f (0, 0) = 0. В этой стационарной точке функция не имеет ни максимума, ни минимума.   

  Найдем стационарные точки функции на границе области, сведем заданную функ-

цию к одной переменной для этого выразим у
2 

= 4 – х
2
 
 
  и подставим в заданное уравнение, 

получим: 

2

2

2

2

3

4

1
)(

x

x

x

x
xg







 . 

Эту функцию будем рассматривать для х[–2, 2]. Найдем производную этой функции: 

224

2

242

2

2

2

)32(

)1(16

32
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3

4

1
)(







































xx

xx

xxx

x

x

x
xg . 

 Найдем стационарные точки на границе, приравняем производную к нулю 

1;0,0
)32(

)1(16
224

2





xx

xx

xx
, 

полученные стационарные точки х = 0, 1x ; 1x принадлежат интервалу [–2, 2]. 

 Найдем значения функции в стационарных точках области и на границе: 

 при х = 0, у = ± 2: 
3

4
z ;   при х = ± 2, у = 0: 8,0

5

4
z ;  при 1x , 3y : 1z ;  

 при х = у = 0: z = 0. 

    

 На рисунке 14 показаны точки 

наибольшего и наименьшего значения 

функции. Наибольшего значения функция 

достигает в точках (2, 0) и (– 2, 0), 

наименьшее значение функции в точках (0, 

2) и (0, – 2).  

      

 

 

 

Выпуклые или вогнутые функции 

 

  Выпуклые или вогнутые функции рассматриваются на выпуклых
*
 множествах и зна-

чительно упрощают определение точек экстремума.  

  Рассмотрим функцию двух переменных, определенную и непрерывную на некотором 

выпуклом множестве D. 

 -2 

у 

5

4
z  

 2 

  -2 

 2 х 
0 

 

1z  

Рисунок 14 

5

4
z  

1z

 

z 
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 Определение. Функция z = f (х, у) называется выпуклой вверх, если для любых двух точек 

(х1, у1) и (х2, у2) и любых положительных чисел λ1 и λ2, сумма которых равна единице,   вы-

полняется неравенство 

  ),(),()(),(
222111212211

yxfyxfyyxxf   . 

Более часто выбираются числа λ1 = λ2 = 
2

1 , то есть рассматривается точка середины отрезка, 

соединяющего проекции точек на координатную плоскость, и формула записывается в 

упрощенном виде  

2

),(),(

2

)(
,

2

)(
22112121

yxfyxfyyxx
f










 
. 

  Аналогично определяется вогнутость выпуклость функции или выпуклость вниз. 

 Определение. Функция z = f (х, у) называется выпуклой вниз, если для любых двух точек (х1, 

у1) и (х2, у2) и любых положительных чисел λ1 и λ2, сумма которых равна единице,   выпол-

няется неравенство 

  ),(),()(),( 222111212211 yxfyxfyyxxf   . 

В упрощенном виде λ1 = λ2 = 
2

1  формула записывается так 

2

),(),(
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,

2

)(
22112121

yxfyxfyyxx
f


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





 
. 

 Выпуклое множество – это множество,  на котором линия, соединяющая две любые 

внутренние точки, принадлежит множеству.  

 

 На рисунке 15 показан график 

функции выпуклой вверх и точка А, 

принадлежащая линии MN поверхно-

сти функции  f (х, у),  λ1,2 = 
2

1
  . 

 Всякая выпуклая функция не 

имеет седловых точек, следовательно, 

для отыскания точек максимума и 

минимума необходимым и доста-

точным условием является  равен-

ство  нулю  частных производных функции.   

 

Рисунок 15 
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у 

z 

х1, у1 
• 

х2, у2 • 

• 

 )(),( 212211 yyxx    
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 5.4. Понятие условного экстремума 

 

  При решении различных задач, часто требуется отыскать наибольшее и наименьшее 

значение функции с дополнительными условиями, обусловленными содержанием задачи. 

Например, при поиске оптимального решения экономических задач с использованием целе-

вой функции или при решении задач оптимизации ресурсов и т. д. При определенном усло-

вии задачи экстремумы ищутся не на всей области определения функции,  а лишь на мно-

жестве удовлетворяющему добавочному условию. 

  Рассмотрим функцию двух переменных z = f (х, у), аргументы которой связаны до-

полнительными условиями, удовлетворяющими определенной функции g(х, у) = С. Функ-

ция g(х, у) =С называется уравнением связи, и одна из переменных может быть выражена 

через другую.  

  Пусть у = s (х), тогда функция z = f (х, у) сводится к функции одной переменной  

z=f (х, s (х)). Экстремумы функции одной переменной z = f (х, s (х)) есть условные экстре-

мумы. 

  Если уравнение связи линейное или константа, то способ сведения функции одной 

переменной и отыскание условного экстремума не вызывает трудностей.  При более слож-

ных уравнениях связи для отыскания условного экстремума пользуются  методом множи-

телей Лагранжа. Этот метод «неопределенных множителей» был введен Лагранжем для 

исследования условных экстремумов в 1797 году и описан в работе «Теория аналитических 

функций». 

  Функция z=f (х, s (х)) может иметь экстремумы, если её производная по х равна нулю 

0
))((

)(












xd

xsd

xs

f

x

f

xd

zd
, 

производная  по х уравнения связи так же будет равна нулю  
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, 

эти равенства выполняются для всех х и у = s (х). 

  Введем некоторое число  λ такое, чтобы выполнялось равенство 
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Множитель λ (множитель Лагранжа) выбран так, что   
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функция связи g(х, у) = С или g(х, у) - С = 0. 

  Чтобы функция f (х, у) в точке (х1, у1) имела условный экстремум, должно существо-

вать число λ1, такое, что (х1, у1, λ1) есть точка экстремума функции трех переменных F(х, у, 

λ). 

  Функция F(х, у, λ) =  f (х, у) + λ g(х, у) имеет в точке условный экстремум, если вы-

полняются условия: 
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Пример. Найти экстремумы функции z = (х+1)
2 

+ (у +1)
2
, если уравнение связи  

  g(х, у) = х +2у = 4. 

 Решение. Запишем функцию F(х, у, λ) = (х+1)
2 

+ (у +1)
2 

+ λ(х +2у – 4); 

найдем частные производные по каждой переменной и приравняем их к нулю  
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Решим систему уравнений 
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Точкой условного экстремума будет (–2, –3), в этой точке функция имеет минимум. 
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§2 Неопределенный интеграл 

 

Лекция № 6 

Первообразная функция. Неопределенный интеграл и его свойства 

 

6.1. Понятие интеграла. Первообразная функция. 

6.2. Неопределенный интеграл. Свойства неопределенного интеграла. Таблица интегралов элемен-

тарных функций. 

6.3. Методы и примеры вычисления неопределенных интегралов. 

 

 6.1. Понятие интеграла. Первообразная функция 

 

 Основой математического анализа являются, неразрывно связанные между собой, 

дифференциальное и интегральное исчисления. Впервые «изобретение» интегрального ис-

числения было описано в трудах Архимеда за 2000 лет до теории Ньютона (1642 – 1727) и 

применялось Архимедом к нахождению площади сегмента параболы и в других задачах о 

геометрических построениях фигур и вычислении их площади. Нахождение площади кри-

волинейной геометрической фигуры сводилось к отысканию суммы площадей прямоуголь-

ников вписанных в эту фигуру. Увеличивая (до бесконечности) число вписанных прямо-

угольников, получали  более высокую точность величины площади фигуры.  Такой, на пер-

вый взгляд, грубо описанный способ перехода к пределу суммы называется интегрирова-

нием, а способ проведения такого суммирования есть интегральное исчисление. 

 Интегральное исчисление имеет широкое применение в различных областях дея-

тельности человека.  Например, задача вычисления полного пути, который проходит тело 

или частица с различной скоростью за определенный промежуток времени, привела Ньюто-

на к созданию интегрального исчисления для решения физических задач, а Эйлера к расче-

там ежегодных рент, страхования, пенсий и др. описанных в его учебниках 1768 г.  

 Одной из основных задач интегрального исчисления является отыскание исходной, 

то есть первообразной функции по заданной её производной или по её дифференциалу.  
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Первообразная функция 

 

 Рассмотрим функцию у = F(х) определенную и непрерывную на некотором интерва-

ле х(а, b), тогда функция имеет производную F′ (х) = f (х) в каждой точке интервала. 

 Пусть на интервале (–1, 2) задана функция  у = F(х) = (х +1)
2
 +1, производная этой 

функции  f (х) = [(х +1)
2
 +1]′ = 2 (х + 1), тогда у = F(х) = (х +1)

2
 +1 есть первообразная функ-

ция. 

На рисунке 15 показаны графики первообраз-

ной функции с различными вторыми незави-

симыми слагаемыми 1, 3, …С – const. Все эти 

функции имеют производные, графиком кото-

рых есть прямые совпадающие с касательными 

к графикам первообразных функций. Нетрудно 

убедится в том, что углы наклона  каждой ка-

сательной с положительным направлением оси 

Ох одинаковые, следовательно имеют одина-

ковые угловые коэффициенты и соответствуют 

уравнению производной  F′ (х) = f (х) на интер-

вале (–1, 2). 

  

 

 

 

–1 

f (x) 

 х 

 F(x)=(х+1)+1 

 

 ▪  ▪  ▪ 

 Рисунок 15 

 ▪  α 

 у 

 О  1   2 

 α  α 

 F(x)=(х+1)+3 

 

 F(x)=(х+1)+С 
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Найдем производные функций:   

   F(х) = (х +1)
2
 +1,     F′ (х) = 2(х +1) = f (х); 

   F(х) = (х +1)
2
 +3,     F′ (х) = 2(х +1) = f (х);… 

   F(х) = (х +1)
2
 +С,     F′ (х) = 2(х +1) = f (х). 

 

Определение. Функция F(х), определенная и непрерывная в каждой точке некоторого ин-

тервала (а, b), называется первообразной функцией для функции f (х), если F′ (х) = f (х).   

 Из приведенного выше примера видно, что первообразная функция определяется 

неоднозначно, а с точностью до  константы С. Функция F(х) = (х +1)
2
 + С  является перво-

образной функции  f (х ) = 2(х +1). Определим связь между всеми первообразными F(х) + С  

одной и той же функции f (х) и докажем следующую теорему. 

Теорема. Разность двух любых первообразных  функций F(х1) и F(х2)  для функции f (х ), 

непрерывных и дифференцируемых на интервале (а, b), есть величина постоянная равная С:  

F(х1) - F(х2) = С или F(х1) = F(х2) + С. 

Доказательство.  

 По определению первообразной функции F1′ (х) = f (х) и F2′ (х) = f (х). Допустим, что 

разность F(х1) - F(х2) есть некоторая   функция g (х),  то    есть  F(х1) - F(х2) = g (х), тогда  

[F(х1) – F(х2)]′ = g′ (х),  F′(х1) – F′(х2) = g′ (х). Функция g′ (х) = f (х) - f (х) = 0, следовательно, 

функция g (х) = С есть константа, так как её производная равна нулю. Получаем  

F(х1) – F(х2) = С  или  F(х1) = F(х2) + С. 

 На интервале непрерывности и дифференцируемости       функции  f (х), первообраз-

ной которой есть функция F(х), выражением (F(х) + С) определяются все  возможные пер-

вообразные  для  f (х). 

 

 6.2. Неопределенный интеграл. Свойства неопределенного интеграла 

 

Определение. Способ отыскания первообразной функции по заданной её производной или 

по её дифференциалу называется интегрированием. 

Определение. Совокупность всех первообразных функций F(х) + С на интервале непрерыв-

ности и дифференцируемости   функции  f (х), называется неопределенным интегралом 

функции ∫ f (х) dx = F(х) + С.  
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 Функция f (х) называется подынтегральной функцией,  f (х) dx называется подынте-

гральным выражением f (х) dx, ∫ – знак интеграла. Из выражения F′ (х) = f (х) следует, что 

всякая производная функции есть подынтегральная функция. 

Например.   

F′ (х) = cos x = f (х),   ∫cos x dx =sin x + C, (sin x + C)′ = cos x, 

F′ (х) = 3(х+1)
2
 = f (х),   ∫ 3(х+1)

2
 dx = (х+1)

3
 + C, ((х+1)

3
 + C)′ = 3(х+1)

2
. 

(F (х) + C)′ = (∫ f (х) dx)′ = f (х). 

Пользуясь таблицей производных несложных функций, составим  

таблицу основных неопределенных интегралов: 
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
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Свойства неопределенного интеграла 

 

Одно из свойств уже отмечалось ранее, (F (х) + C)′ = (∫ f (х) dx)′ = f (х), то есть 

 подынтегральная функция есть производная от неопределенного интеграла٭

(∫ f (х) dx)′ = f (х). 

 Подынтегральное выражение есть дифференциал неопределенного интеграла٭

d(∫ f (х) dx) ) = f (х) dx. 

Продифференцируем левую и правую части равенства, получим, по определению диффе-

ренциала функции  

d [d( ∫ f (х) dx)] = ( ∫ f (х) dx)′ dx = f (х) dx. 

 Постоянный множитель подынтегральной функции выносится за знак интеграла٭

∫ k f (х) dx)  = k ∫ f (х) dx. 

Запишем производные левой и правой части равенства 

( ∫ k f (х) dx))′ = k f (х),    

(k ∫ f (х) dx.)′ = k f (х),  

правые части выражений одинаковые, следовательно, левые выражения равны между собой. 

-Неопределенный интеграл от дифференциала функции равен сумме самой функции и про٭

извольной константы С 

∫ dF (х)   = F (х) + C. 

Дифференциал dF(х) = f (х) dx,    ∫ dF (х) = ∫ f (х) dx = F (х) + C. 

-Неопределенный интеграл алгебраической суммы нескольких функций равен сумме неопре٭

деленных интегралов каждой функции 

     xdxpxdxgxdxfxdxpxgxf )()()()()()(  . 

Запишем производные левой и правой части равенства 
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   ),()()()()()( xpxgxfxdxpxgxf  




 

      ),()()()()()(
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








 
 

правые части выражений одинаковые, следовательно, левые выражения равны между собой. 

  

 6.3. Методы и примеры вычисления неопределенных интегралов 

 

 Определение неопределенного интеграла начинается с рассмотрения возможности 

преобразования или упрощения подынтегральной функции и сведению к интегралам таб-

личного вида. 

 

  Найти интегралы, пользуясь свойствами и таблицей неопределенных интегралов: 
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    Найти интегралы, пользуясь методом разложения подынтегральной функции: 
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 Интегрирование функций, которые невозможно свести к табличным интегралам про-

стыми преобразованиями, выполняются методами замены переменной или интегрировани-

ем по частям. 
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Лекция № 7 

Интегрирование методами замены переменной и по частям 

 

7.1. Интегрирование методом замены переменной. 

7.2. Метод интегрирования по частям. 

7.3.Некоторые приемы  вычисления неопределенных интегралов.  

 

 7.1 Интегрирование методом замены переменной 

 

 Способ интегрирования путем замены переменной является одним из самых распро-

страненных и эффективных, правильный подбор замены переменной приводит к упроще-

нию подынтегральной функции.  

 В интегрирование методом замены переменной используется введение подстановки 

вместо аргумента х некоторой функции с переменной t, то есть   х = φ (t), или введение под-

становки t = g (х). Замену переменной подбирается таким образом, чтобы можно было 

упростить исходный интеграл и свести его к табличному интегралу. 

 Рассмотрим  интеграл ∫ f (х) dx, где  подынтегральная функция f (х) имеет производ-

ную, но с помощью табличных интегралов не определяется. Введем подстановку  х = φ (t), 

тогда dx = φ′ (t) dt,  функция φ (t) непрерывная и дифференцируема, докажем равенство 

∫ f (х) dx = ∫ (φ (t)) φ′ (t) dt, 

здесь  f (х) = f (φ (t)), d x = φ′ (t) dt. 

 Продифференцируем левую и правую части последнего равенства, используя свой-

ство дифференцирования интеграла, получим: 

 d ( ∫ f (х) dx) = f (х) dx = f (φ (t)) φ′ (t) dt, 

    d ( ∫ φ (t)) φ′ (t) dt = f (φ (t)) φ′ (t) dt, 

 Правые части полученных равенств одинаковые, следовательно – равны и диффе-

ренцируемые функции  

∫ f (х) dx) =  ∫ φ (t)) φ′ (t) dt. 

 Подбор замены переменной производится таким образом, чтобы выполнялось упро-

щение исходного интеграла и выполнялось интегрирование. 

          Во многих случаях применяется замена вида  t = g (х), dt = g′(х) dx. 
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Покажем применение метода подстановки на примерах нахождения интегралов. 

Найти интегралы: 

1. xdxx  42 ,  

 введем подстановку dttxdtxtxtx 2;4;4;4 22  ; заменим переменную в исходном 

интеграле введенной подстановкой, получим 

;
5

4
3

164442)4(242
53

422 C
tt

dttdttdtttxdxx     

вернемся к исходной переменной, используя введенную подстановку 

;)4(
5

4
)4(

3

16

5
4

3
16 53

53

 xx
tt

xdxx  42  = .)4(
5

4
)4(

3

16 53 Cxx   

2. xd
x

x





3

2

)12(

1
, 

введем подстановку dttxd
t

xtxtx 


 ;
2

1
;12;12

2
2 ; заменим переменную в исходном 

интеграле введенной подстановкой, получим 

xd
x

x





3

2

)12(

1
 = 




  dttdttdtdt
t

tt
tdt

t

t 22

2

24

3

22

3
2

1

4

132

4

14)1(

4

1
= 

=
t

t
t

3

24

3 3  + С.   

вернемся к исходной переменной, используя введенную подстановку 

;
12

3
)12(

2

1
)12(

4

33

24

3 33




x
xx

t

t
t  

xd
x

x





3

2

)12(

1 = .
12

3
)12(

2

1
)12(

4

3 3 C
x

xx 


  

3. ,)14( xdxtg   

воспользуемся приемом введения функции под знак дифференциала 

.14ln
4

1
)14(

4

1
)14()14( Cxxdxtgxdxtg     

4. xdxx sincos 3
 , 

преобразуем подынтегральную функцию и введем cos x под знак дифференциала 

.sin
7

2
sin

3

2
)(sinsin)(sinsin

)(sinsin)sin1(cossincossincos

2\52\32\52\1

23 2

Cxdxxdx

xdxxxdxxxxdxx



 
 

5. ).2(;
2

sin

2

)(

2

2

222







x
x

arc

x

xd
xd

x

x
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6. ,
3

2

3

2

xd
x

x




 

введем подстановку dttxdxtdxdtxtx 23);()3(;3;3 223233  ; заменим перемен-

ную в исходном интеграле введенной подстановкой, получим 

;
3

43

2

2
3

2

3

2

Ct
t

tdt

xd
x

x



.

3

34

3

2 3

3

2

C
x

xd
x

x







 

7. ,2
2

xdex x


  

введем подстановку ;2;2 xxdtdxt  ; заменим переменную в исходном интеграле вве-

денной подстановкой, получим .2
22

Cedtexdex
xtx  

  

8. );0(,

2

3
)95(2

)3(
2

24

2







x

x

x
ctgarcxx

xdx  

преобразуем подынтегральную функцию, поделим числитель и знаменатель на х
2
, получим  

;
3

]1)
3

[(

)
3

1(

3
]1)

9
6[(

)
3

1(

2

3
)95(2

)3(
2

2

2

2

2

2

2

2

24
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 


















x

x
ctgarc

x
x

xd
x

x

x
ctgarc

x
x

xd
x

x

x
ctgarcxx

xdx  

введем подстановку xd
x

td
x

xt )
3

1(;
3

2
 ; заменим переменную в исходном интеграле 

введенной подстановкой, получим ,
)1(3

]1)
3

[(

)
3

1(

22

2

2

 







tctgarct

td

x

x
ctgarc

x
x

xd
x  

так как последний интеграл не является табличным, введем ещё одну подстановку: 

,
1

,
2t

td
pdptctgarc


  получим .ln

1

1)1( 22
Cp

p

pd

tctgarct

td

tctgarct

td






 

Вернемся к исходной переменной, используя введенные подстановки 

 C
x

x
ctgarctctgarcp

x

x
ctgarcxx

xdx



 




 3
lnlnln

2

3
)95(2

)3( 2

2
24

2
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 7.2 Метод интегрирования по частям 

 

 Не менее эффективным, по сравнению с методом интегрирования путём замены пе-

ременной, является интегрирование по частям. В этом методе используется правило диффе-

ренцирования произведения двух функций.  

 Рассмотрим функции и(х) и v (х) определенные и дифференцируемые на некотором 

множестве {х}.  Тогда на этом множестве существуют их производные и дифференциалы,  

d (uv) = vdu + udv .  

Проинтегрируем левую и правую части последнего равенства 

 ∫ d (uv) = ∫vdu + ∫udv →∫udv = и∙v  - ∫vdu, 

 ∫udv = и∙v  - ∫vdu – формула интегрирования по частям. 

 Интегрирование по частям используется в том случае, когда  подынтегральная функ-

ция представленная в виде произведения и ∙d v,  

функция  v находится интегрированием v = ∫ d [v ] + С, dи = и′dx. 

Рассмотрим примеры применения метода интегрирования по частям. 

Найти интегралы. 

1. ,ln xdxx   .
2

,,,ln
2

C
x

dxxvxdxdv
x

xd
duxu    

В интеграле функции v константу С будем считать равной нулю.  

C
xxx

x

xdxxx
xdxx 

42

ln

22

ln
ln

2222

. 

1
▪
. ,ln2 xdxx  .0

3
,,,ln

3
22

 
x

dxxvxdxdv
x

xd
duxu  

C
xxx

x

xdxxx
xdxx 

93

ln

33

ln
ln

3333
2 . 

1
▪▪
. ,ln3 xdxx    

.0
4

,,,ln
4

33

 
x

dxxvxdxdv
x

xd
duxu  

C
xxx

x

xdxxx
xdxx   164

ln

44

ln
ln

4444

3
. 

… 

1
▪▪▪

. ,ln xdxxk

    

.0
1

,,,ln
1

 





k

x
dxxvxdxdv

x

xd
duxu

k

kk
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 )1(,
)1(1

ln

11

ln
ln

2

1111
















 kC
k

x

k

xx

x

xd

k

x

k

xx
xdxx

kkkk

k .         (1) 

Интегралы вида I= xdxxk

 ln для всех натуральных чисел k ≠ – 1 вычисляются по рекур-

рентной формуле (1). 

2. ,sin xdxx  

.0cossin,sin,,   xdxxvxdxdvxdduxu  

Cxxxxxdxxxxdxx   sinsincos)cos(cossin . 

2
▪
. ,sin2 xdxx  

.0cossin,sin,2,2

  xdxxvxdxdvxdxduxu  

  xdxxxxxdxxxxxdxx cos2cos)cos(2cossin 222 , 

методом интегрирования по частям найдем  xdxxcos : 

 xdxxcos , 

.0sincos,cos,,
1111   xdxxvxdxdvxdduxu  

  0cossinsinsincos xxxxdxxxxdxx . 

Окончательно для исходного интеграла получаем 

.cos2sin2cossin 22 Cxxxxxxdxx   

2
▪▪
. ,sin3 xdxx  

.0cossin,sin,3, 23

  xdxxvxdxdvxdxduxu  

  xdxxxxxdxxxxxdxx cos3cos)cos(3cossin 23233 , 

методом интегрирования по частям найдем  xdxx cos2 : 

 xdxx cos2 , 

.0sincos,cos,2,
111

2

1   xdxxvxdxdvxdxduxu  

  xdxxxxxdxx sin2sincos 22 , 

методом интегрирования по частям найдем  xdxxsin : 

0sinsincos)cos(cossin   xxxxxdxxxxdxx , 

окончательно для интеграла  xdxx cos2 получаем: 
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0sin2cos2sin)sincos(2sincos 222  xxxxxxxxxxxdxx . 

Окончательно для исходного интеграла получаем 

.sin6cos6sin3cossin

),sin2cos2sin(3cossin

233

233

Cxxxxxxxxdxx

xxxxxxxxdxx








 

Интегрирование по частям функций приведенного вида требует интегрирование промежу-

точных функций, кратность которых совпадает с показателем степени х подынтегральной 

функции. 

3. ,
ln

3

2

xd
x

x
  упростим подынтегральную функцию ,

ln
2

3
xd

x

x
  

.0
2

1
,

1
,,ln

2

3

3   

x
xdxvxd

x
dv

x

xd
duxu  

C
xx

x

x

xd

x

x
xd

x

x









  22323 2

1ln

22

ln
2

ln
2 . 

4.  xdex x32
, 

упростим подын6тегральное выражение, введем подстановку 

3
;3;3

td
xdxdtdxt  , получим 

.
27

1

39

2

2

32 dtet
td

e
t

xdex ttx

   

Интеграл dtet t


2
найдем методом интегрирования по частям: 

dtet t


2

, 

,,0,,2,2 ttt evtdevtdedvtdtdutu    

.222 tdetetdtet ttt

   

Интеграл dttet

 так же найдем методом интегрирования по частям: 

dtet t

 , 

,,0,,,
11111

ttt evtdevtdedvtddutu    

.ttt eetdtet    

Возвращаясь к исходной переменной в заданном интеграле, получим 

);22(
27

1

27

1 2232 ttttx eteetdtetxdex    
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.)269(
27

2

3

32 Cxx
e

xdex
x

x   

5.  ,sin xdxarc  

;,,
1

,sin
2

xvxddv
x

xd
udxarcu 


  

,
1

sinsin
2 




x

dxx
xarcxxdxarc  

найдем интеграл 
 21 x

dxx
, введем х под знак дифференциала и дифференцируемую функ-

цию представим в виде разности 1– х
2
: 

;1)1()1(
2

1

1

222\12

2
xxdx

x

dxx





  

окончательно получаем 

.1sinsin 2 Cxxarcxxdxarc   

 Из приведенных примеров видно, что интегрирование рациональных функций часто 

требует использование как метода интегрирования по частям, метода замены переменной 

так и других  методов. 

 

 7.3. Некоторые приёмы  вычисления неопределенных интегралов 

 

Рассмотрим способы вычисления интегралов вида  

.
)(

.3;.2;.1
222  










cxbxa

xdpxk
I

cxbxa
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I

cxbxa

xd
I   

1. При вычислении интегралов вида 



cxbxa

xd
I

2
в знаменателе подынтегральной функ-

ции выделяется полный квадрат, затем вводится замена переменных. Следует учитывать, 

что корни трехчлена могут быть рациональными или комплексными. 

 



























 ;

222
2

11
22

2
2

2

a

c

a

b

a

b
x

a

b
x

xd

a

a

c
x

a

b
x

xd

acxbax

xd
I   

 












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
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Выражение 





















2

2a

b

a

c
 = d есть число, знак которого определяет: будут ли корни трехчле-

на рациональными или будут комплексными. 

Введем замену переменных xdtd
a

b
xt

a

b
xt 

















 ;

2
;

2

2

2 , для а > 0  значение t поло-

жительное (+t), для а < 0  значение t отрицательное (–t),    получим интеграл I1 по перемен-

ной t:  



221

1

dt

td

a
I , этот интеграл табличный, 

),0,0(
111

222



  daC

d

t
tgarc

dadt

td

a
I  

перейдем к исходной переменной х, 

 


cxbax

xd
I

2
= )0,0(

2

211



daCxd

da

bxa
tgarc

da
 

Пример 1.  


1744 2 xx

xd
I . 


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

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
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
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xd
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введем подстановку xdtdxt 







 ;

2

1
,
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1

4

1
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1
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t
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
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C
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


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8

1
. 

Ответ:  C
x

tgarcI 



4

12

8

1
. 

Пример 2.  


374 2 xx

xd
I . 
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





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
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
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4

4
ln

42

1

8

14

1
2

2

1

















  t

t

t

td
I ; C

x

x

xx

xd
I 







  152

12
ln

8

1

374 2
. 
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Ответ: C
x

x
I 






152

12
ln

8

1
. 





cxbxa

xd
I

2
.2 . 

Аналогично, как и при вычислении интегралов вида  


cxbxa

xd
I

2
, в интегралах вида 





cxbxa

xd
I

2
в знаменателе подынтегральной функции под корнем выделяется полный 

квадрат, затем вводится замена переменных.  


















2

22

)(
2

1

d
a

b
x

xd

acxbxa

xd
I ; 

Выражение 





















2

2a

b

a

c
 = d есть число, знак которого определяет: будут ли корни трехчлена 

рациональными или будут комплексными. 

Введем замену переменных xdtd
a

b
xt

a

b
xt 

















 ;

2
;

2

2

2 , для а > 0  значение t по-

ложительное (+t), для а < 0  значение t отрицательное (–t),    получим интеграл I1 по пере-

менной t:  



22

1

1

dt

td

a
I , этот интеграл табличный. Затем, переходя к сходной пе-

ременной, получают значение интеграла. 

Пример 1. 



374 2 xx

xd
I . 
































22

2
2

2

8

7

4

3

8

7

42

7
2

2

1

4

3

4

74

1

374
xx

xd

xx

xd

xx

xd
I ; 

























222

8

1

8

72

1

374
x

xd

xx

xd
I ; 

введем подстановку xdtdxt 







 ;

8

7
, 

64

1
ln

2

1

8

12

1 2

2

2

1












  tt

t

td
I ; 
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Cxx
xx

xd
I 











  64

1

8

7
)

8

7
(ln

2

1

374

2

2
. 

Ответ: CxxI 









64

1

8

7
)

8

7
(ln

2

1
2

. 

.
)(

.3
2 




cxbxa

xdpxk
I  

Представим данный интеграл в виде суммы двух интегралов 

 










cxbxa

xd
p

cxbxa

xdx
k

cxbxa

xdpxk
III

22221

)(
, 

вычисление интеграла  


cxbxa

xd
I

22
 было рассмотрено в первом задании.         Для инте-

грала  


cxbxa

xdx
kI

21
 выполним преобразования в числителе и введем подстановку  

bxatdcxbxat  2,2 ,  

  













cxbxa

xd

a

bk

cxbxa

xdbxa

a

k

cxbxa

a

xdb
xd

a

bxa

kI
2221

2

)2(

2

22

2

, исходный интеграл запишем в 

виде  

 




cxbxa

xdpxk
I

2

)(
=

22
)

2
(

)2(

2
I

a

bk
p

cxbxa

xdbxa

a

k





 , 

используя введенную подстановку, вычислим первый интеграл суммы: 

)(ln
2

ln
22

)2(

2

2

23
cxbxa

a

k
t

a

k

t

td

a

k

cxbxa

xdbxa

a

k
I 




  . 

окончательно исходный интеграл вычисляется по формуле 

 




cxbxa

xdpxk
I

2

)(
)(ln

2

2 cxbxa
a

k
 + C

cxbxa

xd

a

bk
p 









  22

. 

Пример 1.  




324

)23(
2 xx

xdx
I . 

 










324
2

324

3

324

)23(
222 xx

xd

xx

xdx

xx

xdx
I ; 

 


324

3
21

xx

xdx
I ;     


324 22

xx

xd
I ;    

для интеграла  


324
3

21
xx

xdx
I  выполним преобразование числителя в соответствии с вве-

денной подстановкой  28,242,324 2  xtdxtdxxt , 
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  















3244

3

324

)28(

8

3

324

4

1
)28(

8

1

3
324

3
22221

xx

xd

xx

xdx

xx

xdxdx

xx

xdx
I ; 

 










3244

5

8

3

324
)

4

3
2(

324

)28(

8

3
222 xx

xd

t

td

xx

xd

xx

xdx
I ; 

CIxx
xx

xd

t

td
I 


  2

2

2 4

5
)324(ln

8

3

3244

5

8

3
. 

1312

1312
ln

4

1

2

13

2

14

1

3
4

1

4

1

2
2

4

1

324 2222























 
x

x

x

xd

x
x

xd

xx

xd
I ; 

C
x

x
xxI 






1312

1312
ln

16

5
)324(ln

8

3 2 . 

Ответ: C
x

x
xxI 






1312

1312
ln

16

5
)324(ln

8

3 2 . 
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Лекция № 8 

 

Интегрирование простейших рациональных дробей. Разложение рациональной дроби 

на простые 

 

8.1. Интегрирование простых дробей.  

8.2. Разложение рациональной дроби на простые дроби.  Интегрирование  рациональных 

дробей. 

 

 8.1. Интегрирование простых дробей 

 

 Рациональные дроби определяются отношением двух алгебраических многочленов, и 

представляют тот класс функций, интегралы которых сводятся к интегрированию элемен-

тарных функций. Всякая рациональная функция представима в виде рациональной дроби 

)(

)(

xQ

xP
, где Р(х) и Q(х) есть многочлены вида:  

 Р(х) = А0 х
п
 + А1 х

п –1
 + … + Аi x

n – i
 +…+ Ап – 1 х

1
 +Ап х

0
, 

 Q(х) = В0 х
т
 + В1 х

т–1
 + …+ Вi x

т – i
 +…+ Вт – 1 х

1
 +Вт х

0
, 

не имеющие одинаковых корней, причем корни и коэффициенты Аi и  Вi  будем рассматри-

вать вещественные, показатели степени натуральные числа.  

 Если степень п  многочлена Р(х) больше степени т многочлена Q(х), дробь 
)(

)(

xQ

xP
– 

неправильная и её можно представить в виде суммы многочлена G(x), полученного от деле-

ния числителя на знаменатель и правильной дроби 
)(

)(

xQ

xF
, где F(x) многочлен остаток от де-

ления. 

Например, представим неправильную рациональную дробь 
34

12
2

24





xx

xx
 в виде многочлена и 

правильной рациональной дроби. Разделим числитель на знаменатель по правилу деления 

многочленов: 
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 |х
4
 +     + 2 х

2
 + 1   |х

2 
+ 4х + 3 

      –   |х
4
 + 4х

3
 + 3х

2
             х

2 
– 4х + 15 

             | – 4х
3
 –   х

2
  + 1 

          – | – 4х
3
 –16х

2
 – 12x 

       |15х
2
 + 12x + 1 

    – |15х
2
 + 60x + 45 

                         – 48 x– 44 , 

получим: 
34

1112
4154

34

12
2

2

2

24










xx

x
xx

xx

xx
, дробь 

34

1112
2 



xx

x
правильная. 

Далее будем рассматривать интегрирование правильных рациональных дробей. 

 Интегрирование рациональных дробей частично уже рассматривалось в предыдущих 

лекциях, так:  

1.   






CaxA

ax

axdA

ax

xdA
ln

)(
– табличный интеграл; 

2. C
m

ax
A

ax

axdA

ax

xdA m

mm













 



1

)(

)(

)(

)(

1

, 

3. C
pq

px
tgarc

pq

pAB
qxpx

A
xd

qxpx

BAx














 22

2

2

4

2

4

2
ln

2
, 

здесь выражение q
p


4

2

 дискриминант квадратного трехчлена и его знак определяет вид 

корней, если q
p


4

2

≥ 0 – корни действительные, если q
p


4

2

< 0 – корни трехчлена ком-

плексные. Для вычисления третьего интеграла использовалась подстановка 

xdtd
p

xt  ,
2

. 

 Рассмотрим  интегрирование простой  рациональной дроби четвертого вида  

    4. 







































 xd

p
q

p
x

p
x

BAx
xd

qxpx

BAx
mm

22

2

2

222
2

)( 








































xd

p
q

p
x

BAx
m

22

42

. 

Введем подстановку xdtd
p

xt  ,
2

, получим 






























 







































































mmmm

p
qt

tdpA
B

p
qt

tdt
Atd

p
qt

B
p

tA

xd
qxpx

BAx

4

)
2

(

44

2

)( 2
2

2
2

2
2

2
. 

Обозначим  2
2

4
d

p
q 













  и вычислим интегралы  
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 



m

dt

tdt
AI

22
1 и 

 












m
dt

tdp
BI

22
2

2
. 

 

    12222

22

221
)(

1

)1(2

)(

2 











  mmm

dtm

A

dt

dtdA

dt

tdt
AI . 

Возвращаясь к переменной х, получим: 

 
1

121

1

)1(2 





mqxpxm

A
I .             (1) 

Интегралы вида 
 




m

dt

tdt
AI

22
1 вычисляются по формуле (1) 

Вычислим интеграл I2. 

          





























 td

dt

t
td

dt

dt

d

pB
td

dt

tdt

d

pB

dt

tdpB
I

mmmm 22

2

22

22

222

222

222
2

2

2

2

2

2

2
= 

= 
    











td
dt

t

d

pB

dt

td

d

pB
mm 22

2

21222 2

2

2

2
. 

Обозначим интеграл 
 


 td

dt

t
I

m22

2

3 , тогда 
  


















   312222

2

2
I

dt

td

d

pB
I

m
, вычислим I3. 

   








mm

dt

dtdt
td

dt

t
I

22

22

22

2

3

2

)(
,  I3 интегрируем по частям 

12222

22

)(

1

)1(2

1
,

)(2

)(
,,









mm dtm
v

dt

dtd
vdtdudtu ; 

      


















   12212222

2

3
)1(2

1
mmm

dt

td

dt

t

m
td

dt

t
I ,  

тогда перепишем I2 с учетом I3: 

  





12222
2

2
m

dt

td

d

pB
I

    

















  1221222 )1(2

1

2

2
mm

dt

td

dt

t

md

pB
= 

=
      





















  1221221222 )1(2

1

)1(2

1

2

2
mmm

dt

t

mdt

td

mdt

td

d

pB
= 

=
    









12221222 )1(2

32

)1(2

1

2

2
mm

dt

td

md

m

dt

t

md

pB
. 

Возвращаясь к переменной х, получим: 
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 























2

1222

2

4
2

2

)1(2

1
mqpxx

p
x

p
q

pB

m
I

  














122

)1(
4

2

32
m

qxpx

xd

m
p

q

m
. 

Запишем исходный интеграл 

 



 xd

qxpx

BAx
m)( 2  







12

1

)1(2
m

qpxxm

A
 

  122

2

4
2

2

)1(2

1





















m

qxpx

p
x

p
q

pB

m   
















122

)1(
4

2

32
m

qxpx

xd

m
p

q

m
. 

Последнее слагаемое содержит интеграл такого же вида как интеграл I2 с показателем 

подынтегральной функции на единицу меньшим. Повторяя вычисления, приходим к подын-

тегральной табличной функции.  

 Предполагается, что А, B, a, m, p, q действительные числа, корни квадратного трех-

члена x
2
 + px + q комплексные числа. 

Пример. Найти интеграл  xd
xx

x
 


22 )43(

12
. 

.
)43(

2
43

1

)43(
2

)43(

)3(

)43(

232

)43(

12

222

2222

2

2222





























xx

xd

xx

xx

xd
xd

xx

xxd
xd

xx

x
xd

xx

x

 

Вычислим интеграл:   22 )43( xx

xd
, применяя подстановку xdtdxt  ,

2

3
, получим: 























































2

2

2

2

2

22

2
2

22

4

72

1

7

2

7

2

4

7

4

7

4

7

2

3)43(
t

tdtt
tgarctd

t

tt

x

xd

xx

xd
 

Вычислим интеграл:  












2

2

2

4

72

1

t

tdt
, 

 используя метод интегрирования по частям, введем замену: 

4

7

1
,

4

7

1
,,

22 

























t

v

t

dvdudtdut . 
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7

2

7

1

4

72

1

4

72

1

4

72

1

4

7

4

7

2

1

4

7 222
2

2

2

2

2

2 t
tgarc

t

t

t

td

t

t

t

tdt

t

tdt




 







 

































. 

Окончательно получим: 

C
xx

xx
tgarc

xx
xd

xx

x
















 )43(4

32

7

64

7

2

43

1

)43(

12
2222

. 

 

8.2. Разложение рациональной  дроби на простые. Интегрирование рациональных дробей 

  

Рассмотрим правильную рациональную дробь 
)(

)(

xQ

xP
, в знаменателе которой многочлен Q 

(х) степени т.  Этот многочлен будет иметь т корней. Корни могут быть кратные, действи-

тельные или комплексные числа. Пусть коэффициент старшего члена многочлена равен 

единицы, тогда можно записать разложение многочлена на множители, причем действи-

тельные корни представляют произведение двучленов, а комплексные корни – произведе-

ние квадратных трехчленов  

Q (х) = (х – а)
n 

∙(х – b)
p
∙(х – c)

к
∙…∙(х

2 
+ рх + q)

b
∙…. 

 Правильную рациональную дробь можно представить в виде суммы простых  дро-

бей, в числителях которых будут действительные числа, знаменатели каждый множитель 

разложения многочлена Q (х): 

...
)(

...
)(

...
)()(

...
)(

...
)()(

)(
2

1111 




















qxpx

DxC

bx

B

bx

B

ax

A

ax

A

ax

A

xQ

xP
j

j

n

n

i

i  

числа Аi , …, Bi , …, (Ci x + Di) … есть действительные  числа, которые следует определять, 

разлагая рациональную дробь на простые дроби.  

 На практике используется два способа разложения рациональной дроби на простые, 

это метод сравнения коэффициентов и метод частных значений. 

 

Метод сравнения коэффициентов 

 

 Пусть требуется найти интеграл правильной рациональной дроби: 

∫ xd
xQ

xP

)(

)(
 = ∫ xd

axaxaxax

kxkxkxk

nn

nn

nn

))(()...)((

...

121

1

1

21











, 

представим подынтегральную функцию в виде суммы простых дробей: 
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










))(()...)((

...

121

1

1

21

mm

nn

nn

axaxaxax

kxkxkxk

)()(
...

)()(
1

1

2

2

1

1

n

n

n

n

ax

A

ax

A

ax

A

ax

A













 . 

В правой части сумма простых дробей приводится к общему знаменателю, так как знамена-

тели дробей слева и справа одинаковые, то равны и их числители 

nn

nn kxkxkxk 




1

1

21
... = )])...([(...)])...([(

1121 


nnn
axaxAaxaxA ,  (2) 

раскрывая, справа скобки и приводя подобные члены, получим некоторые суммы коэффи-

циентов при переменных различных степеней. Приравнивая, суммы коэффициентов справа, 

к соответствующему коэффициенту той же степени переменной слева получим систему 

уравнений,   из которой находятся коэффициенты А2,  А2, …, Ап – 1, Ап . 

 

Метод частных значений 

 

 Так как выражение (2) есть тождество, придавая произвольно выбранные значения 

переменным  справа и слева, получим систему уравнений для определения коэффициентов 

А1,  А2, …, Ап – 1, Ап . Для упрощения вычислений при отыскании коэффициентов удобно в 

качестве произвольных значений переменной брать значения корней знаменателя дроби, так 

это приводит к равенству нулю правой части слагаемых в тождестве (2). 

 Рассмотрим примеры нахождения интегралов рациональных дробей. 

Пример 1. xd
xxx

xx
I  




1036

925
23

2

. 

Решение. Подынтегральная функция есть правильная рациональная дробь, разложим её 

знаменатель на множители: х
3
 – 6х

2
 + 3х + 10 = (х – 5)(х +1)(х – 2), корни кубического мно-

гочлена все действительные и простые. Представим подынтегральную функцию в виде 

суммы трех простых дробей: 
215)2)(1)(5(

925 321

2














x

A

x

A

x

A

xxx

xx
, 

справа приведем дроби к общему знаменателю и приравняем числители: 

)5)(1()2)(5()2)(1(925
321

2  xxAxxAxxAxx , 

справа перемножим слагаемые и приведем подобные члены: 

)5102()47()(925
321321

2

321

2 AAAxAAAxAAAxx  . 

Приравняем соответствующие коэффициенты, составим систему уравнений, решим её и 

найдем значения  А1,  А2, А3: 
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















































9

1
218

9

7
633

9

53
5

;

1312

336

5

;

95102

247

5

22

223

1321

32

32

321

321

321

321

AA

AAA

AAAA

AA

AA

AAA

AAA

AAA

AAA

 . 

Выразим заданный интеграл через интегралы простых дробей 

.
)2)(1(

)5(
ln2ln

9

7
1ln

9

1
5ln

9

53

29

7

19

1

59

53

1036

925

9
7

53

23

2

C
xx

x
xxx

x

xd

x

xd

x

xd
xd

xxx

xx
I





























 

 

Ответ: .
)2)(1(

)5(
ln2ln

9

7
1ln

9

1
5ln

9

53
9

7

53

C
xx

x
xxxI 













  

Пример 2. xd
xxx

xx
I  




96

1853
23

2

. 

Решение. Подынтегральная функция – правильная рациональная дробь, представим знаме-

натель в виде произведения  х
3
 – 6х

2
 + 9х  = х (х – 3)

2
, 

знаменатель подынтегральной функции содержи кратные корни. Представим подынте-

гральную функцию в виде суммы простых дробей: 

;
3)3()3(

1853 3

2

21

2











x

A

x

A

x

A

xx

xx
 

.9)36()()3()3(1853
1321

2

3132

2

1

2 AxAAAxAAxxAxAxAxx   

Составим систему уравнений и определим А1,  А2, А3: 















2189

8536

53
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2321

331
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AAAA

AAA

 . 

Выразим заданный интеграл через интегралы простых дробей  

;3ln5
3

8
ln2

3
5

)3(
82

96

1853
223

2

Cx
x

x
x

xd

x

xd

x

xd
xd

xxx

xx
I 













 

.
3

8)3(
ln3ln5

3

8
ln2

96

1853
2

5

23

2

C
xx

x
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x
xxd

xxx

xx
I 













    

Ответ: .
3

8)3(
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2

5
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2

C
xx

x
xd

xxx

xx











  

 Покажем вычисление коэффициентов методом частных значений. Будем придавать 

переменной х произвольно выбранные значения и определим коэффициенты А1,  А2, А3 из 

ранее полученного тождества. 
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Запишем тождество )3()3(1853
32

2

1

2  xxAxAxAxx , 

 1) пусть х = 0,                                     –18 = 9А1 → А1 = –2; 

 2) пусть х = 3,                       3∙9 + 5∙3 –18 = 3А2 → А2 = 8; 

 3) пусть х = 1,    3∙1 + 5∙1 –18 = –2∙4 + 8 – 2А3   → А3 = 5. 

Далее, решение выполняется так же, как было уже показано выше.  

Пример 3. xd
xxxx

xxx
I 






3763

122
234

23

. 

Решение. Подынтегральная функция – правильная рациональная дробь, представим знаме-

натель в виде произведения  х
4
 + 3х

3
 + 6х

2
 + 7х  + 3 = (х +1)

2
 (х

2
 + х +3), 

знаменатель подынтегральной функции содержи кратные корни и квадратный трехчлен с 

комплексными корнями. Представим подынтегральную функцию в виде суммы простых 

дробей: 

;
31)1()3()1(

122
2

2

2

1

22

23















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CxB

x

A

x

A

xxx

xxx
 

22

2

2

1

23 )1()()3)(1()3(122  xCxBxxxAxxAxxx , 

Составим систему уравнений и определим А1,  А2, В, С: 




















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224

122

2

21

21

21

1

CAA

CBAA

CBAA

BA

; 

решив эту систему, получим следующие значения коэффициентов: 

9

21
;

9

2
;

9

6
;

9

16
21

 CBAA .   

Выразим заданный интеграл через интегралы простых дробей 

;
3
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9

1

)1(9

6
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16
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22234
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x
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x
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




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
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;
3
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6
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9
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x
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



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вычислим интеграл  .
3
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2
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xx

x
 


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C
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x

xI 
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 
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Ответ: C
x

arctgxx
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Лекция № 9 

 

Интегрирование простейших алгебраических иррациональностей и некоторых триго-

нометрических функций 

 
9.1. Интегрирование простейших алгебраических иррациональностей.  

9.2. Подстановки Эйлера. 

9.3. Интегрирование некоторых тригонометрических функций.  

 

 9.1. Интегрирование простейших алгебраических иррациональностей 

  

 Будем рассматривать интегралы, подынтегральные функции которых есть простей-

шие алгебраические иррациональности. Путем определенных преобразований, заменой пе-

ременной в подынтегральной функции  интегрирование некоторых иррациональных выра-

жений сводятся к интегралу от рациональных функций, то есть выполняется рационализа-

ция интеграла. Следует иметь в виду, что не от всякой иррациональной функции можно вы-

полнить его рационализацию. 

 Факт того, что подынтегральная функция есть рациональная функция от дробных 

степеней своих аргументов, вводится обозначение ),...,,( 11 kk
nmnm

xxxR , 






































 kk
nmnm

dxc

bxa

dxc

bxa
xR ,...,,

11

и т.д., то есть над всеми величинами степени х выполняются 

рациональные операции. Рационализация интеграла производится путем введения подста-

новок ptx   или pt
dxc

bxa





, где показатель р есть наименьшее общее кратное знаменателей 

степеней показателей, то есть п1, …, пk. 

Рассмотрим примеры и способы нахождения интегралов некоторых иррациональных вы-

ражений 

Пример 1. .
3

6313 2

xd
xxx

xxx
I 




  

Решение. Наименьшее общее кратное (н.о.к.), всех знаменателей дробных показателей сте-

пени х, равно 6. Введём подстановку: 

8323143 2566 ,,,6,, txxtxtxtdtxdxttx  . 

 


















1
66

1

1)1(
6

)1(

)1(
66

22

2

26

36
5

86

24

t

td
tdttd

t

tt
td

tt

ttt
tdt

tt

ttt
I ; 
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Cxtgarcxttgarct
t

td
tdtI 


  

632

2
6363

1
66 . 

Ответ: xd
xxx

xxx





3

6313 2

= Cxtgarcx  63 63 . 

Пример 2. .
32

2
3

xd
x

x
I 




  

Решение. Н.о.к. знаменателей дробных показателей степени (х + 2), равно 6. Введём под-

становку 

233566 2,2,6,2,2 txtxtdtxdxttx  . 

.
33

486
16218

5

18

7

6

3
48616218

5

18

7

6

3

)33(
18

7

6

3

3
66

3

)33(
6

3
66

3

357

2

357

2

42

7

2

6

6

2

62

2

8

5

2

3

C
t

tgarctttt

t

td
tttttd

t

tt
t

td
t

t
tdttd

t

tt
td

t

t
tdt

t

t
I

































 

Перейдем к аргументу х: 

.
3

)2(

3

486
)2(162)2(18)2(

5

18
)2(

7

6

32

2 61

61216567

3
C

x
tgarcxxxxxd

x

x
I 







   

Ответ: .
3

)2(

3

486
)2(162)2(18)2(

5

18
)2(

7

6 61

61216567 C
x

tgarcxxxxI 


  

 

 9.2. Подстановки Эйлера 

 

 Для вычисления интегралов вида xdcxbxaxR  ),( 2 , где квадратный трехчлен 

имеет различные корни, используются подстановки Эйлера, с помощью которых достигает-

ся рационализация подынтегрального выражения. 

 В случае, если первый коэффициент квадратного трехчлена положительный (а > 0), 

применяется первая подстановка Эйлера ;0,2  aaxtcxbxa  

.
)2(

)(2

;
2

;)2(;2

;2;)(

2

2

2

22

22222

atb

actbat
xd

atb

ct
xctatbxaxttcxb

xaaxttcxbxaaxtcxbxa












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Пример 1. .0;
122 2




  a
xxx

xd
I  

Решение. Введем первую подстановку Эйлера 

.
)21(2

222
;

222

1
)2(122;2122

2

22
222 td

t

tt
xd

t

t
xxtxxxtxx









  

Выразим  иррациональное выражение 122 2  xx через переменную t: 

.
222

222

222

)1(2
122

22

2

t

tt

t

t
txx









  

Запишем интеграл с переменной t: 

.
1

1
ln

1
2

)21(2
)21(2

222

)21(2

1

)222(
2

2
22

2

C
t

t

t

td

t
t

tt

t

t

tdtt





















  

Перейдем к переменной х, получим: 

.
11222

11222
ln

122 2

2

2
C

xxx

xxx

xxx

xd








  

Ответ: .
11222

11222
ln

2

2

C
xxx

xxx
I 




  

 Если свободный член квадратного трехчлена положительный (с > 0) применяется 

вторая подстановка Эйлера ;0,2  ccxtcxbxa  

 

Пример 3. .0,0;
122)21( 2




  ca
xxx

xd
I  

Решение. Введем вторую подстановку Эйлера: 

.
)2(

)22(2
;

2

)1(2
)1(122;1122

22

2

2

222 td
t

tt
xd

t

t
xxtxxtxxx









  

Выразим иррациональное выражение 122 2  xx через переменную t: 

.
2

22
122

2

2

2






t

tt
xx  

Запишем интеграл с переменной t: 

.
2

2
2

2)2(
2

64
2

2

22

2

)1(4
1)2(

)22(2
22

2

2

2

22

2

C
t

tgarc
t

td

tt

td

t

tt

t

t
t

tdtt
I 





























   

Перейдем к переменной х, получим: 
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;
2

21122

2

2
;

1122 22

x

xxxt

x

xx
t





  

.
2

)21(122
2

122)21(

2

2
C

x

xxx
tgarc

xxx

xd






  

Ответ: .
2

)21(122
2

2

C
x

xxx
tgarcI 


  

 Если квадратный трехчлен имеет два различных действительных корня х1 ≠ х2,  

))((
21

2 xxxxacxbxa  , то применяется третья  подстановка Эйлера. 

Пример 4. ).
2

3
)(2(65,0,0;

672

2

2



 xxxxca

xx

xd
I   

Решение. Введем третью подстановку Эйлера 

;
)1(2

43
)2(

2

3
)2(672;)2(672

2

2
22222

t

t
xtxxtxxxtxxx




  

.
2

672
;

)1(2
2

)1(2

43
672;

)1(2

4
2

22

2
2

2 
































x

xx
t

t

t
t

t

t
xxtd

t

t
xd  

Запишем интеграл с переменной t : 

 






















 .4

)1(2
)1(2

4

672
2

2
2

Ct

t

t
t

tdt

xx

xd
I  

.
2

672
4
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2

2
C

x

xx
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I 







   

Ответ: .
2

672
4

2

C
x

xx
I 




  

 

 9.3. Интегрирование некоторых тригонометрических функций 

 

 Вычисление интегралов рациональных функций, содержащих sin x и cos x, то есть  ∫ 

R(sin x, cos x), выполняется с помощью подстановок. Подстановка  

)(,
2

  xt
x

tg – универсальная тригонометрическая подстановка. 

 Если рациональная функция R (- sin x, cos x) = - R(sin x, cos x), то целесообразней 

применить подстановку cos x = t, если R( sin x, - cos x) = - R(sin x, cos x), то берется подста-

новка sin х = t. Если  R (- sin x, – cos x) = R(sin x, cos x) или R (tgx),  то  применяется    под-

становка tg x = t,  ctg x = t. 
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Пример 5. .
)1cos2(sinsin 


xxx

xd
I  

Воспользуемся универсальной подстановкой )(,
2

  xt
x

tg  и выразим sin x, cos x и dx 

через t и dt: 

;
1

2
sin

2
1

2
2

sin
22 t

t
x

xgt

xtg
x





  

;
1

1
cos

2
1

2
1

cos
2

2

2

2

t

t
x

xgt

xtg
x









  

.
1

2
)2(;2

2 2t

dt
xdttgarcdxdttgarcxttgarc

x


  

Решение. Введем подстановку, получим: 

   













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
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



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)1(

1
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1
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2
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2

2
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ttt

tdt

ttt

tdt

t

t

t

t

t

t

t

td

I . 

Подынтегральную функцию разлагаем на простые дроби, получим 

13)1()3(

1 321
2











t

A

t

A

t

A

ttt

t
. 

Вычислим коэффициенты методом частных значений. Определим коэффициенты А1,  А2, А3 

из тождества 

 )3()()32(1 2
3

2
2

2
1

2 ttAttAttAt  , 

 1) пусть t = 0,                            1 = – 3А1 → А1 = –1/3; 

 2) пусть t = – 3,                       10 = 12 А2 → А2 = 5/6; 

 3) пусть t = 1,                           2 = 4 А3   → А3 = 1/2. 

Выразим интеграл с переменной t через интегралы простых дробей 

  

.
)1()3(

ln1ln
2

1
3ln
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5
ln
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1
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1
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
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
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







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
 

 

Перейдем к переменной х, получим: 

 .

2
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2
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2

(
ln

)1cos2(sinsin
C

xtg

xtgxtg
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I 





   
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Ответ: .

2

)1
2

()3
2

(
ln C

xtg

xtgxtg
I 


  

Пример 6. .
cos3sin2

)2(
22






xx

xdxtg
I  

Воспользуемся подстановкой )(,   xtxtg  и выразим dx через t и dt: 

так как     .
cos

,)(
2

td
x

xd
tdxtgd   

Решение. Числитель и знаменатель подынтегральной функции разделим на cos
2
x и введем 

подстановку, получим  
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1
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
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
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Перейдем к переменной х, получим: 

.
3

6

6

1
32ln

4

1

cos3sin2

)2( 2
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C

xtg
tgarcxtg

xx

xdxgt
I 




   

Ответ: .
3

6

6

1
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4

1 2 C
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tgarcxtgI   
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§3 Определенный интеграл 

 

 Как уже было сказано в предыдущих лекциях, интегральное исчисление проявлялось 

ещё в античную эпоху при решении задач механики, построения военных сооружений, эко-

номических расчетов. Появлялись новые открытия математических истин. Архимед, вы-

полняя с помощью исследования различных приближенных вычисление, сравнений нера-

венств,  решал задачи определения площадей и объемов различных криволинейных фигур и 

тел, применяя методы нижних и верхних приближенных сумм (интегральных сумм). Сим-

вол «∫» впервые был введен Яковом Бернулли  в 1690 году, он же дал название «интеграл».  

В более обобщенном виде интегральное исчисление было завершено в XVII и XVIII вв. в 

трудах И. Ньютона и Г. Лейбница.  

 Понятие «определенный интеграл» функции f(х) на интервале [a, b] есть разность 

первообразных функций F(b) – F(a) и по выражению Эйлера, всякий интеграл является не-

определенным, но становится определенным, если аргумент имеет конкретное значение х = 

а, а интеграл получает конкретное значение «I». Определенный интеграл в отличие от не-

определенного интеграла есть вполне конкретное число, когда неопределенный интеграл 

есть функция. 
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Лекция № 10 

 

Понятие определенного интеграла как предела суммы. Интегральные суммы 

 

10.1. Определение площади криволинейной трапеции.  Интегральные  суммы. Некоторые свой-

ства сумм Дарбу. 

10.2. Понятие определенного интеграла. Формула Ньютона–Лейбница. 

10.3.Необходимые и достаточные условия существования  определенного интеграла. Интегрируе-

мость функций. 

 

 10.1. Определение площади криволинейной трапеции. Интегральные  суммы и 

их пределы 

 

 

Задача. Определить площадь S криволи-

нейной трапеции аА1Вb, ограниченной гра-

фиком непрерывной  функции y = f (х) 

определенной в каждой точке отрезка [a, b] 

и параллельными, оси Оу, прямыми: х = а, х 

= b (рисунок 16). 

 Из непрерывности функции f (х) сле-

дует, что на отрезке  [a, b] функция ограни-

чена, поэтому существует нижняя т = f (а) 

и верхняя М = f (b)  граница  значений функции, то есть  

f (а) = m ≤ f (х) ≤ М = f (b). 

 Из рисунка 16 видно, что S больше площади прямоугольника аА1В1b = s, но меньше 

площади прямоугольника аАВb = S
*
 , то есть s < S < S

*
.   

  

Интегральные суммы. Некоторые свойства сумм Дарбу 

 

  Разобьем отрезок [a, b] на отрезки малой величины [хi, xi+1] такой, что  

∆xi = xi+1 – xi (i = n,1 ). 

Внутри каждого элементарного отрезка [хi, xi+1] найдется точка ξi   (хi  < ξi < xi+1) такая, что  

тi ≤ f (ξi) ≤ Мi 

и произведение            

∆xi∙f (ξi) = Si ,    si < Si < Si
*
. 

 a=x0 

 A  B 

 A1  B1 

 x1  xi  xi+1 

y 

 f (x) 

О 
 b=xn  x 

Рисунок 16 
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Суммы    

i

n

i

i

n

i

i xmss  
 11

, 

i

n

i
i

n

i
i xMSS 

 11

** , 

определяющие наименьшее и наибольшее приближенное значение площади криволинейной 

трапеции и называются нижней и верхней суммами Дарбу: 

 нижняя сумма Дарбу 

i

n

i
i

n

i
i xmss 

 11

– называется нижней интегральной суммой,    (1) 




 Isxm
ii x

i

n

i
i

x 010
limlim – называется нижним  интегралом Дарбу,  (2) 

 верхняя сумма Дарбу 

i

n

i
i

n

i
i xMSS  

 11

**
– называется верхней интегральной суммой,  (3) 

**

010
limlim ISxM

ii x
i

n

i
i

x



– называется верхним интегралом Дарбу.  (4) 

 Таким образом, сумма площадей всех элементарных трапеций над каждым разбиени-

ем ∆xi отрезка [a, b] есть 


n

i

iS
1

,   





n

i

i

n

i

i

n

i

i SSs
1

*

11

и  *

1

ISI
n

i

i 



,      (5) 

 по определению интеграла 

ISS
ii x

n

i
i

x


 010
limlim ,    

*III  .      (6) 

 Так как а < f (ξi)  < b, то,  не ограничено производя разбиение отрезка [a, b] на  эле-

ментарные [хi, xi+1] и переходя к  пределу при  ∆xi → 0, где  ∆xi  наибольший из п элементар-

ных отрезков, получим: 

i

n

i

n

i
ii

n

i

n

i
i xbfSxafs  

  11

*

1 1

)(;)( , 

тогда сумма   i

n

i

n

i
i xafss  

 1 1

)( – называется нижней интегральной суммой,  

сумма i

n

i

n

i
i xbfSS 

 11

** )( – называется верхней интегральной суммой. 

Определение. Интегральной суммой для функции y = f (х)  на отрезке [a, b] называется 

сумма вида: 
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i

n

i
i xf 

1

)( . 

 Интегральная сумма зависит от выбора точек хi,  разбивающих отрезок [a, b] на эле-

ментарные отрезки и от выбора точек ξi на каждом элементарном отрезке.  

 Рассмотрим некоторые свойства сумм Дарбу: 

 1) с увеличением числа точек xi , разбивающих отрезок [a, b] на  отрезки [хi, xi+1] 

нижняя сумма Дарбу может только возрастать, а верхняя сумма может только уменьшаться. 

Действительно, разобьём отрезок  [хi, xi+1] еще на k отрезков, в нижней интегральной сумме 

добавится k слагаемых. Так как тi нижняя граница значения функции, тогда  тi ∆хi нижнее 

значение площади трапеции над отрезком [хi, xi+1]. Пусть 
*

ki
s  – сумма Дарбу k слагаемых, 

на которые разбит интервал [хi, xi+1], тогда 
*

ki
s  

будет больше или равной  тi ∆хi, следова-

тельно 




n

i
ik

s
1

*
i

n

i
i xm 

1

, 

аналогичным образом доказывается, что верхняя сумма Дарбу может только уменьшаться; 

 2) при неограниченном увеличении числа точек xi , разбивающих отрезок [a, b] на  

элементарные отрезки нижняя и верхняя интегральные суммы имеют пределы. 

Действительно, так как f (х) ≤ М, то функция ограничена сверху, и выполняется неравен-

ство:  

)(

1

* abMxMS i

n

i
i 



 

 из которого следует, что на всем отрезке [a, b] верхняя интегральная сумма ограничена и, 

следовательно, имеет конечный предел, аналогичным образом доказывается, что нижняя 

интегральная сумма  имеет конечный предел. 
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 10.2 Понятие определенного интеграла. Формула Ньютона–Лейбница 

 

Определение. Предел I интегральной суммы независящей от выбора точек хi разбивающих 

отрезок [a, b] на элементарные отрезки и от выбора точек ξi на каждом элементарном отрез-

ке, при стремлении к нулю наибольшего ∆xi называется определенным интегралом 

xdxfxf
b

a

i

n

i

i
xi

 



)()(lim

1
0max

 . 

Подынтегральная функция  f (х) называется интегрируемой на отрезке [a,b], если она не-

прерывна и  существует предел интегральной суммы: 

i

n

i

i
x

xf
i





1

0max
)(lim  , 

независящей от выбора точек хi и от выбора точек ξi на каждом отрезке ∆хi .Предел инте-

гральной суммы или определенный интеграл: 

xdxf
b

a

 )(  

от подынтегральной функции f (х), взятой в пределах интегрирования между нижним пре-

делом х = а и верхним пределом x = b,  определяет величину площади криволинейной тра-

пеции  аА1Вb (рисунок 16).  

 Вычисление определенного интеграла для конкретных функций с помощью инте-

гральных сумм задача довольно сложная и не всегда интегральную сумму можно привести к 

виду, дающему возможность нахождения её предела.  

 Поиски способов нахождения определенного интеграла позволили установить связь 

между неопределенным и определенным интегралом, представив неопределенный интеграл 

заданной функции как определенный интеграл той же функции с переменным верхним пре-

делом.  

 

Интеграл с переменным верхним пределом 

 

 Пусть непрерывная функция f (х) интегрируема в каждой точке  отрезка [a, b], тогда 

она будет интегрируема на отрезке [a, х], принадлежащем [a, b].  

 Для всякого х [a, b] (a < x < b) может существовать интеграл вида: 

                                 tdtfxdxfxF
x

a

x

a

  )()()( , 

верхний предел интеграла х есть аргумент функции F(x) определенной на отрезке [a, b], мо-

жет не являться аргументом подынтегральной функции, поэтому аргумент подынтегральной 
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функции обозначен через t. Функция F(x) называется интегралом с переменным верхним 

пределом.  

Значение функции F(x) равно площади кри-

волинейной трапеции на отрезке [a, х] под 

графиком функции  f (t). На рисунке 17 пока-

зана площадь S(x), соответствующая значе-

нию   функции F(x), а, следовательно, значе-

нию определенного интеграла с переменным 

верхним пределом:  

tdtfxF
x

a

 )()( . 

  

 Рассмотрим основные свойства функции F(x), которая определяет интеграл с пере-

менным верхним пределом. 

Теорема.  Если функция f (х) непрерывна и  интегрируема в каждой точке  [a, b], тогда 

функция tdtfxF
x

a

 )()(  так же непрерывна на  [a, b]. 

Доказательство. Если функция f (х) непрерывна и  интегрируема в каждой точке  отрезка 

[a, b], то она ограничена на [a, b], Mxf )( . Зададим приращение аргументу х, такое, что  

(x + ∆х) [a, b] (рисунок 17), тогда: 

);()()()()()()( xFxFxxFtdtftdtftdtfxxF
xx

x

x

a

xx

a

 


 

)()( xFtdtf
xx

x




. 

Так как ,)( Mxf  тогда и  

|||)(|)( xMtdMxFtdtf
xx

x

xx

x

 


, 

получим: 

,0)(lim0||lim
00




xFxM
xx

 

следовательно, функция 

tdtfxF
x

a

 )()(  

непрерывна в каждой точке отрезка  [a, b]. 

 a 

 A 

 B 

 x 

y 

 f (t) 

 О 
 b  x 

Рисунок 17
 

 S(x) 

 x+∆х 

 f (ξ) 

 ξ 



83 

 

Теорема.  Если функция f (х) непрерывна и  интегрируема в каждой точке  отрезка [a, b], то 

функция tdtfxF
x

a

 )()(  дифференцируема в каждой точке отрезка [a, b] и её производная 

равна подынтегральной функции. 

Доказательство. Если функция f (х) непрерывна в каждой точке  отрезка [a, b], то доста-

точно показать, что производная функции F(x) равна подынтегральной функции f (х). На от-

резке [a, b] произвольно выберем точку ξ, пусть х < ξ < х + ∆х, тогда f (х) < f (ξ) < f (х+∆х) и 

)()(lim
0

xff
x




 .  

Производная функции 
x

F
xF

x 




 0
lim)( , покажем, что )(lim)(

0
 f

x

F
F

x








. 

)(

)(

)( 




f

x

tdtf

f
x

F

x











, 

представим функцию f (ξ) в виде интеграла tdfxf

x










 )()( , тогда 

x

tdftf

x

tdftdtf

f
x

F

xx x














 
  















)]()([)()(

)( . 

Так как функция f (х) непрерывная на отрезке [a, b] , то существует  малое положительное 

число   и в точке ξ найдется как угодно малое δ = δ( ) > 0, такое, что для x   [a, b] вы-

полняется | х – ξ | < δ, следовательно, выполняется| f (х) - f (ξ) | < ε. 

 Пусть ∆х < ε, тогда для t [a, b] будет выполняться неравенство| t – ξ | ≤ | ∆ x | < δ, а, 

следовательно, выполняется: 

).()(limlim)(
00










ff

x

F

x

td

f
x

F

xx

x



















 

В силу произвольного выбора точки ξ  [a, b] и непрерывности f (х) справедливо равен-

ство ).()(lim
0

tff
x




  окончательно получаем:  

)(lim)(
0

f
x

F
xF

x








. 

Следствие. Для функции f (х) непрерывной на отрезке [a, b], существует на этом же отрезке 

её первообразная функция.  
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Формула Ньютона–Лейбница 

 

 Формула Ньютона-Лейбница является основной формулой интегрального исчисле-

ния. 

Теорема.  Если функция f (х) непрерывна и  интегрируема в каждой точке  [a, b] и )(xF  пер-

вообразная  для функции f (х)   в  любой  точке  отрезка [a, b], то определенный интеграл  

равен приращению первообразной на отрезке [a, b]: 

)()()( aFbFxdxf
b

a

  

Доказательство. Если функция f (х) непрерывна и  интегрируема  на [a, b], то существует её 

первообразная в каждой точке отрезка [a, b] и  

tdtfxFtdtfxF
x

a

x

a

  )()(;)()( * . 

Первообразные  F(x) и F
*
(x) первообразные одной и той же  функции и могут отличаются 

друг от друга на некоторую константу С, то есть  F(x) = F
*
(x) + С.  Первообразные для точек 

a и b соответственно будут F(b) = F
*
(b) + С и F(а) = F

*
(а) + С. Приращение первообразных 

на отрезке [a, b] запишутся в виде: F(b) – F(а) = F
*
(b) + С – F(а) – F

*
(а) – С = F

*
(b) – F

*
(а) 

или  

)()()( aFbFxdxf
b

a

 – формула Ньютона-Лейбница.  

При записи решения введены обозначения для определения первообразной:  

                      )()()()( aFbFxFxdxf
b

a

b

a

 . 

 Определенный интеграл вычисляется по общим правилам интегрирования. После 

нахождения неопределенного интеграла полученную функцию вычисляют по формуле 

Ньютона-Лейбница. Чтобы найти значение интеграла  надо подставить в результат интегри-

рования число верхней границы, затем  вычесть значение интеграла посчитанного с нижней 

границей. 

Пример. Найти нижние и верхние интегральные суммы для интеграла xdx
3

0

cos



на отрез-

ке [0, π/ 3] и вычислить интеграл.  

Решение. Разобьём отрезок [0, π/ 3] на четыре эле-

ментарных отрезка как показано на рисунке.  Для 

определения верхней интегральной суммы S
*
 возь-

• • • • • 
π/12 0 

х1 х5 х3 х2 х4 

π/6 π/4 π/3 
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мем точки элементарных отрезков х1= 0, х2 = π/ 12, х3 = π/ 6, х4 = π/4; для нижней интеграль-

ной суммы s возьмем точки х2 = π/ 12, х3 = π/ 6, х4 = π/ 4  и х5 = π/ 3. Длина наибольшего эле-

ментарного отрезка ∆х = π/ 12. 

 Нижняя интегральная сумма есть произведение суммы значений функции в выбран-

ных точках и ∆х = π/ 12, 

 815,0
2

1

2

2

2

3

22

13

123
cos

4
cos

6
cos

12
cos

12






























s ; 

верхняя интегральная сумма определится аналогично, 

 923,0
2

2

2

3

22

13
1

124
cos

6
cos

12
cos0cos

12

* 




























S . 

 Выполняются неравенства s < S < S
*
,  *923,0815,0 SSs  . 

 Вычислим интеграл 

 866,0
2

3
0sin

3
sinsincos

3

0

3

0






xxdx  

 Значение интеграла xdx
3

0

cos



на отрезке [0, π/ 3] равно 0, 866. 

Найдем среднее арифметическое значение нижней и верхней интегральных сумм: 

869,0
2

923,0815,0



cрS . Из разности среднего значения интегральной суммы и значения 

интеграла определяется допущенная погрешность ≈ 0, 003. определение погрешностей су-

щественно при решении конкретных физических и экономических задач. 

 Вычисляя площади криволинейных фигур, берется абсолютная величина  полученно-

го результата, так как площадь есть величина положительная.   

Пример. Найти площадь криволинейной трапеции расположенной на отрезке [0, 2]  под 

кривой  
2

8
)(

2x
xf


  (рисунок 18). 

Решение. xd
x

S 



2

0

2

2

8
. Так как площадь есть величина 

положительная, то берется модуль значения интеграла: 

2

0

3
2

0

2

0

2

32

1
4

2

8 x
xdx

x
S 


  

2

0

3
2

0

2

0

2

32

1
4

2

8 x
xdx

x
S 


 , 

f (х)

  

 О   х   2 

  4   • 

  • 

  Рисунок  18 
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Чтобы найти значение интеграла  надо подставить в результат интегрирования число верх-

ней границы, затем  вычесть значение интеграла посчитанного с нижней границей: 

.
3

2
6;

3

20

6

8
8

32

1
4

2

8
2

0

3
2

0

2

0

2




 S
x

xdx
x

S  

Ответ: .
3

2
6S  

 

10.3. Необходимые и достаточные условия существования определенного интеграла 

 

Теорема. Чтобы для непрерывной и ограниченной функции y = f (х) на всем отрезке [a, b]  

существовал определенный интеграл необходимо и достаточно равенство нулю предела 

разности верхней и нижней интегральных сумм при стремлении к нулю элементарного от-

резка разбиения  ∆хi < δ 

0)(lim *

0



sS

ix
. 

Последнее равенство означает, что для всякого как угодно малого положительного числа ε 

существует такое δ = δ(ε) > 0, что при сколь угодно малых разбиениях  ∆хi выполняется не-

равенство: 

 ii sS*
 или iiii sSsS  ** , . 

Доказательство необходимости. Функция f (х) интегрируема на отрезке [a, b] значит, су-

ществует интеграл xdxfI
b

a

 )( , равный пределу суммы S  при сколь угодно малых раз-

биениях  ∆хi: IS
ix


 0

lim , следовательно, найдется как угодно малое положительное 

число ε и найдется такое δ = δ(ε) > 0, что если при ∆хi < δ выполняется  IS или 

  ISI . Тогда существуют верхняя и нижняя суммы Дарбу и 

  ISSsI * ,  

или 

;; **   IsSIISsI  

20 *  sS . 

Это значит, условие необходимости выполняется. 

Доказательство достаточности. Функция  f (х) непрерывна и ограничена на всем отрезке 

[a, b] и будем считать, что выполняется условие: 
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0)(lim *

0



sS

ix
, 

тогда из определения верхнего и нижнего интеграла Дарбу (2,4) запишем     

******

010
,0limlim SISIISxM

ii x
i

n

i
i

x



  

sIsIIsxm
ii x

i

n

i
i

x
 


**

010
,0limlim   , 

вычитая из первого выражения второе, получим: 

;)(lim)(lim *
**

010
IIsSxmM

ii x
i

n

i
ii

x
 


 

00)()(0 *
*

**
*

*  sSIIsSII , 

а это значит, что   

0)(lim *

0



sS

ix
. 

Определение. Если на элементарном отрезке [хi, xi+1][a, b] функция f (х) достигает своего 

наибольшего значения sup f (x) = Mi  и наименьшего значения  inf f (x) = mi, то разность:  

Mi - mi = ωi 

называется колебанием функции f (х) на элементарном отрезке [хi, xi+1]. 

Следствие. Чтобы ограниченная на всем отрезке [a, b]  функция  f (х) была интегрируема 

необходимо и достаточно равенство нулю суммы колебаний  этой функции на всем отрезке 

[a, b]: 

.0)(lim
10




i

n

i
i

x
xf

i


 

Действительно, так как  

0*
*

*  sSII , 

,)(lim)(lim *
*

**

0
1

0
sSIIsSxmM

ii x
i

n

i

ii
x






  

и по определению выполняется равенство: 

,0)(lim)(lim
1

0
1

0
 







i

n

i

i
x

i

n

i

ii
x

xfxmM
ii


 

то справедливо равенство: 

.0)(lim
1

0





i

n

i

i
x

xf
i


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Условия интегрируемости функций 

 

Теорема. Если функция y = f (х) определена и непрерывна на всем отрезке [a, b], то она ин-

тегрируема на этом отрезке. 

Доказательство. Пусть функция f (х) равномерно непрерывная на отрезке [a, b]  и для вся-

кого как угодно малого положительного числа ε существует δ = δ(ε) > 0, тогда найдутся та-

кие точки ξ  [a, b]  и ζ [a, b], что при условии |ξ – ζ | < δ выполняется соотношение: 

                                               
ab

ff





 )()(  .                                        (7) 

 Производя разбиение отрезка [a, b] на  элементарные отрезки [хi, xi+1] непрерывная 

на отрезке [a, b]  функция будет иметь и на отрезке [хi, xi+1] наибольшее и наименьшее зна-

чения. 

  На элементарном отрезке  [хi, xi+1] найдутся такие точки ξi  [хi, xi+1] и ζi  [хi, xi+1], 

что 

|ξi – ζi | < ∆xi ,  

тогда наибольшее значение функции sup f (ξi) = Mi  и наименьшее значение inf f (ζi) = mi. 

На отрезке [хi, xi+1] функция f (х) равномерная и непрерывная, тогда для точек ξi и ζi  найдет-

ся  δi такое, что  

|ξi – ζi | < ∆xi  ≤ δi < δ. 

Следовательно, в соответствии с соотношением (7): 

ab
ffff ii





 )()()()( . 

Теорема. Если функция y = f (х) определена и монотонна на всем отрезке [a, b], то она инте-

грируема на этом отрезке. 

Доказательство. Пусть функция f (х) монотонно возрастает или монотонно убывает на от-

резке [a, b]. Тогда для любой точке хi отрезка [a, b] выполняются неравенства: 

      f (а) ≤  f (х) ≤  f (b),    a < х < b (f (х) монотонно возрастает); 

  f (а) ≥  f (х) ≥  f (b),    a > х > b (f (х) монотонно убывает), 

следовательно, функция  f (х)  ограничена на отрезке [a, b]. 

 Разобьем отрезок [a, b] на малые элементарные отрезки [хi, xi+1] ( ni ,1 ) и далее, бу-

дем рассматривать монотонно возрастающую функцию. Тогда на отрезке [хi, xi+1]   f (хi) = тi,    

f (хi +1) = Mi  и 
iii

n

i
ii sSxmM  



*

1

)( , значит,  найдется  δi < ∆xi  такое, что 

)]()([)]()([)]()([
1

1

1

1 afbfxfxfxxfxf ii

n

i

iii

n

i

ii  






  . 

Из полученных соотношений следует, что  
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0)]()([lim
0




iafbf
i




и 0)(lim)(lim *

0
1

0






 sSmM

ii
i

n

i

ii


 , 

следовательно, функция f (х) интегрируема на отрезке [a, b]. 
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Лекция № 11 

 

Основные свойства определенного интеграла. Способы вычисления определенного 

интеграла 

 

11.1. Основные свойства определенного интеграла. 

11.2. Способы вычисления определенного интеграла.  

  

 11.1. Основные свойства определенного интеграла 

 

 Рассмотрим основные свойства  интегрируемых функций на отрезках их интегриру-

емости. 

Для определенного интеграла общепринятыми считаются следующие соотношения:  

.;)()(;0)( abxdxdxfxdxfxdxf
b

a

a

b

b

a

a

a

  

1) постоянный множитель подынтегральной функции можно выносить за знак инте-

грала (аналогично как в неопределенном интеграле): 

чисельныхдействителмножествоDkxdxfkxdxfk
b

a

b

a

 ;)()( ; 

 2) если функции f (х)  и  g (х)  интегрируемы на одном и том же отрезке, то интеграл 

от алгебраической суммы этих функций равен алгебраической сумме интегралов каждой 

функции: 

xdxgxdxfxdxgxf
b

a

b

a

b

a

 )()()]()([ . 

Доказательство. Производя разбиение отрезка [a, b] на  элементарные отрезки [хi, xi+1]  на 

каждом элементарном отрезке  [хi, xi+1] найдутся такие точки ξi   [хi, xi+1] такие, что   

   
 

n

i

n

i
iiiii

n

i
ii xgxfxgf

1 11

)()()]()([  , 

переходя к пределу алгебраической суммы при стремлении к нулю наибольшего отрезка 

разбиения max ∆xi → 0, получим:   

xdxgxdxfxdxgxf
b

a

b

a

b

a

 )()()]()([ ; 

 3) если функции f (х)  интегрируемы на всем отрезке [a, b], и существует точка, такая, 

что ξ  [a, b]  и a < ξ < b, тогда 

.)()()( xdxfxdxfxdxf
b

a

b

a




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Доказательство. В силу интегрируемости функции на всем отрезке [a, b], следует равен-

ство сумм: 

  


a

bb

a

xxfxxfxxf )()()( , 

переходя к пределу при стремлении к нулю наибольшего отрезка разбиения max ∆xi → 0, 

получим S = S1 + S2  (рисунок 19) или 

.)()()( xdxfxdxfxdxf
b

a

b

a





 

Следствие. Если функции f (х)  интегрируемы на всем отрезке [a, b],  существует точка ξ , 

такая, что b < ξ  и  a < b < ξ, тогда, если функции f (х)  интегрируемы на всем отрезке [a, ξ], 

выполняется равенство S = S1 – S2  (рисунок19
*
)  или               

.)()()( xdxfxdxfxdxf
ba

b

a



 

Если функции f (х)  интегрируемы на всем отрезке [a, b],  то она интегрируема на любом от-

резке [ξ, ψ]  [a, b];   

  

4)  если функции f (х)  и  g (х)  интегрируемы на одном и том же отрезке и удовлетворяют 

условию f (х)  ≥ g (х),  a ≤ х ≤ b  , то выполняется следующее неравенство: 

)(,)()( abxdxgxdxf
b

a

b

a

 . 

Доказательство. В силу интегрируемости функции     на  всем отрезке [a, b], и производя 

разбиение отрезка [a, b] на  элементарные отрезки [хi, xi+1] на каждом элементарном отрезке  

[хi, xi+1] найдутся такие точки ξi  [хi, xi+1] такие, что 

  


n

i
ii

n

i
i xgxdf

11

)()(  , 

 у 

 a 

 S=S1+S2 

S2 

 f (х) 

 S1 

 х  О  b  ξ 

Рисунок 19 

 у 

 a 

 S=S1 – S2 
S2 

 f (х) 

 S1 

 х  О  ξ  b 

Рисунок 19
*
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переходя к пределу при стремлении к нулю наибольшего отрезка разбиения max ∆xi → 0, 

получим: 

)(,)()( abxdxgxdxf
b

a

b

a

 . 

Следовательно, неравенства интегрируемых функций можно интегрировать. 

  

Теорема о среднем 

  

 Пусть функция f (х) непрерывна на всем отрезке [a, b] и (a<b), тогда на отрезке [a, b] 

функция ограничена, поэтому существует нижняя т и верхняя М  граница  значений функ-

ции, то есть m ≤ f (х) ≤ М.  

 Проинтегрируем это неравенство по переменной х, получим: 

).()()( )( abmxdxfxdmxdxfxdM
b

a

b

a

b

a

b

a

abM    

 На отрезке [a, b] найдется такая точка ξ, что m ≤ f (ξ) ≤ М. Последнее неравенство 

представим в виде: 

  )()()(,)(
1

,)(
1

abfxdxffxdxf
ab

mxdxf
ab

b

a

b

a

b

a

M 





   

 )()()( abfxdxf

b

a

 формула среднего значения. 

 Для  всякой неотрицательной  и интегрируемой на всем отрезке [a, b] функции f (х) 

найдется такая точка ξ  [а, b], что площадь криволинейной трапеции на [a, b] под функци-

ей f (х) будет равна площади прямоугольника со сторонами (b – а)∙ f (ξ), как показано на ри-

сунке 20.  

Поясним геометрический смысл теоремы о 

среднем: средним значением функции f (х) на 

отрезке [а, b], называется число:  

xdxf
b

aab



 )(

1
 . 

 Средним квадратичным значением 

функции f (х) на отрезке [а, b], является число 

равное корню квадратному из среднего зна-

чения квадрата функции: 

 х 

 у 

 а  ξ 

 f (ξ) 

 b 

 f(х) 

 Рисунок 20 

 О 

 S=f (ξ)∙(b – a) 



93 

 

  xd
b

a

xf
ab




21
. 

 

 11.2. Способы вычисления определенного интеграла 

 

Метод замены переменной 

 

Теорема. Если функция f (х) непрерывна на интервале (а, b) , а функция g(t) непрерывна на 

отрезке [α, β] (t [α, β]) и имеет непрерывную производную g
′
(t), причем, в каждой точке 

интервала (а, b)  выполняются равенства:  g(t) = x , g(α) = а , g(β) = b, тогда справедлива сле-

дующая формула: 

tdgtgfxdxf
b

a






))(()( . 

Эта формула называется формула замены переменной в определенном интеграле. 

Доказательство. В силу непрерывности  функций f (х) и  g(t)  на интервале  (a, b), следует 

существование и непрерывность функции f(g(t))g′, значит, на этом интервале существуют 

интегралы функций f (g(t))g′ и f (х). 

 Пусть на (a, b) одной из первообразных функции f (х) будет функция F(х), тогда для 

переменной t на отрезке [α, β] одной    из первообразных    функции  f (g(t))g′  будет функция 

F(g(t)). Используя формулу Ньютона – Лейбница запишем первый и второй интегралы: 

)()()( aFbFxdxf
b

a

 , 

)()())(())(())(( aFbFgFgFtdgtgf  




, 

следовательно, формула: 

tdgtgfxdxf
b

a






))(()(  

справедлива. 

 Вычисление интегралов с помощью замены переменных используется не только под-

становка х = g(t), но и обратная подстановка t = g (x). При обратной подстановке границы 

интегрирования определяются непосредственно из значений функции   α= g (а),  β = g (b). 

 Рассмотрим примеры вычисления определенного интеграла методом замены пере-

менной. Для замены переменной следует  выбирать монотонную непрерывно дифференци-

руемую функцию. В результате вычисления определенного интеграла методом замены пе-

ременной не возвращаются к первоначальной переменной. 
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Пример 1. Вычислить интеграл .
sin4cos3

3

4
22





 xx

xd
 

Решение. Введем подстановку: 
x

xd
tdtxtg

2cos
;  , введенная подстановка удовлетворяет 

условиям теоремы о замене переменной заданного интеграла.   

Заменим границы интегрирования: 























3;
3

,1;
4

tx

tx





.  

 Перепишем данный интеграл с учетом подстановки 

.
3

2
2

4

1

3

2

4

1

4

34

1

43

)43(cossin4cos3

3

1

3

1
2

2

3

1 22

3

4
22

3

4
22







































tgarctgarc
t

tgarc

t

td

t

td

xtgx

xd

xx

xd 







 

Ответ: .
3

2
2

4

1








 tgarctgarc  

Пример 2. Вычислить интеграл .
96

3
4

2

xd
x

x



 

Решение. Введем подстановку и заменим границы интегрирования: 

.3;6;0;3;
cos

sin3
;

cos

3
2

 txtx
t

t
xd

t
x   

Перепишем данный интеграл с учетом подстановки 

.
72

3
sin

27

1
cossin

9

1

1

sin3

cos81

sin3

cos

sin3

cos81

9
cos

9

9

3

0

3
3

0

2

3

0
12

3

0
4

26

3
4

2
















ttdtt

td
t

t

t
td

t

t

t

t
xd

x

x

 

Ответ: .
72

3  

Пример 3. Вычислить интеграл .
2cossin4cos2

2cos2

0
23






xd
xxx

x
I  

Решение. Упростим подынтегральную функцию 

.
2cos

1

)sin21(2)1cos2(cos

2cos

2cossin4cos2

2cos
2223 





 xxxx

x

xxx

x
 

Тогда .
2cos

2

0







x

xd
I  
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Введем подстановку и заменим границы интегрирования: 

.1;
2

;0;0;
1

2
;;

2 2



 txtx

t

dt
xdttgarcx

x
tgt


  

Введенная подстановка удовлетворяет условиям теоремы о замене переменной заданного 

интеграла. 

Перепишем данный интеграл с учетом подстановки, получим: 

.
3363

2

3

1

3

2

33

2

3
2

122

2

)1(
1

1
2

2

2cos

1

0

1

0
2

1

0
22

1

0 2

2

2

2

0







































tgarc
t

tgarc
t

td

tt

td

t
t

t

td

x

xd
I

 

Ответ: .
33

  

 Использование метода замены переменной при вычислении определенных интегра-

лов дает возможность упростить подынтегральное выражение до вида табличных интегра-

лов. 

 

Метод интегрирования по частям 

 

Теорема. Если функции и(х) и  v(x) непрерывны и обладают непрерывными производными 

на отрезке [a, b], то выполняется равенство: 

xdxuxvxvxuxdxvxu

b

a

b

a

b

a

)()()()()()(    

или 

udvvuvdxu

b

a

b

a

b

a

 )( , 

эти формулы называются формулами интегрирования по частям. 

Доказательство. Выражение: 
b

a
xvxu )()(  очевидно есть разность произведения функций в 

пределах интегрирования: 

)()()()()()( avaubvbuxvxu
b

a
 . 

Производная функций  vuvuvu ][ , это значит, что )(uv есть первообразная  

функции vuvu   на отрезке [a, b], тогда 
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  

b

a

b

a

b

a

b

a
vduvduxdvuvuuv )(  

или 

udvvuvdxu

b

a

b

a

b

a

 )( . 

 Рассмотрим примеры вычисления определенного интеграла по частям. 

Пример 1. Вычислить интеграл .)2(ln
2

1

xdxI    

Решение. Положим ln( 2 + x ) = u, dx = dv, найдем du = d[ln( 2 + x )] и   Cxdxv ,  . 

Пользуясь формулой интегрирования по частям, запишем следующее равенство: 

.13ln34ln43ln24ln2123ln4ln2

)2(ln23ln4ln2
2

)2(
3ln4ln2

2

22
3ln4ln2

2
)2ln()2(ln

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1
















 

xx
x

xd
xd

xd
x

x

x

xdx
xxxdx

. 

Ответ: I = 4ln 4 – 3ln 3 – 1. 

Пример 2. Вычислить интеграл .

3

6

2 xdxtgarcxI 





 

Решение. Положим arc tg x = u,  x
2
dx = dv, найдем du = d(arc tg x) и  ,2 xdxv  тогда 

.
3

;
1

3

2

x
v

x

xd
du 


  

Пользуясь формулой интегрирования по частям, запишем следующее равенство: 

.
13

1

648

23

13

1

3

3

6

2

333

6

2

3
3

6

33

6

2



























x

xdx

x

xdx
tgxarc

x
xdxtgarcx  

Найдем значение интеграла: .
1

3

6

2

3

1 






 x

xdx
I  

Представим неправильную рациональную дробь 
2

3

1 x

x


в виде многочлена и правильной ра-

циональной дроби.   

Разделим числитель на знаменатель по правилу деления многочленов: 

 

 |х
3 

+ 0·х2
 + 0·х  |х

2 
+1  , получим    подынтегральную функцию в виде:          

      –    |х
3
 + х                 х

 
 

                 – х   
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 разности 
11 22

3




 x

x
x

x

x
, тогда 

.
)36(6

9
ln

2

1

24
1

36
ln1

9
ln

2

1

24

)1(ln
2

1

211

2

22222

3

6

2

3

6

23

6

2

3

6

3

6

2

3

1





















































 

























x
x

x

xdx
xdx

x

xdx
I

   

Запишем значение исходного интеграла 

.
)36(6

9
ln

6

1

72648

23
2

2233

6

2













xdxtgarcx  

Ответ: .
)36(6

9
ln

6

1

72648

23
2

223









I  
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Лекция № 12 

 

Практические приложения определенного интеграла 

 

12.1. Вычисление пределов с помощью определенного интеграла. 

12.2. Геометрические приложения определенного интеграла. 

12. 3. Вычисление средних значений функции.  

 

12.1. Вычисление пределов с помощью определенного интеграла 

  

 В решении практических задач нередко возникает необходимость вычисления преде-

ла сумм при неограниченном возрастании числа слагаемых. При  определенных условиях, 

такие пределы можно определить с помощью определенного интеграла. Если сумму, предел 

которой нужно найти, можно представить, как интегральную сумму функции, то  использу-

ется определенный интеграл. 

 Если сумму, предел которой надо найти, можно представить в виде: 














































n

n
f

n
f

n
f

n
f

n
xf

3211
)( , 

 то предел такой функции будет: 













































1

0

.)(
3211

lim xdxf
n

n
f

n
f

n
f

n
f

nn
 

 

Пример 1. Найти предел суммы: .
2

3

32

3

22

3

12

3
lim

22222222 






















 nnnnnn
 

Преобразуем сумму, предел которой надо найти, вынесем 3 за знак предела, а из каждого 

слагаемого вынесем множитель 
n

1
, под знаком предела получим сумму:  

.

2

1

3
2

1

2
2

1

1
2

11
lim3

2

2

2

2

2

2

2

2




































n

n

nnn

nn

 

 Рассматривая каждое слагаемое как точку деления отрезка [0, 1] можно считать, что 

эта сумма, есть интегральная сумма функции 
22

1
)(

x
xf


  на отрезке [0, 1]. Предел этой 
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суммы равен определенному интегралу от функции 
22

1
)(

x
xf


 в границах интегрирова-

ния от 0 до 1. 

.
4

3
2

sin3
2

3

.
2

3

32

3

22

3

12

3
lim

1

0

1

0
2

22222222





































x
arc

x

xd

nnnnnn

 

Ответ: .
4

3
  

Пример 2. Найти предел суммы .
1321

lim
2222







 


 n

n

nnnn
 

 Рассматривая каждое слагаемое как точку деления отрезка [0, 1] можно записать ин-

теграл 
1

0

)( xdxf , где f(x) есть общий член последовательности. Так как числители слагае-

мых есть арифметическая прогрессия с разностью d =1, получим:  
n

n
xn

2

1
  следовательно, 

x

x
xf

2

1
)(


  интегрируемая на отрезке [0, 1]. 

Предел суммы .
1321

lim
2222







 


 n

n

nnnn
= .

2

1

2

1

2

1

0

1

0

  x

xd

x

xdx
 

Ответ: 1/2. 

  

 12.2. Геометрические приложения определенного интеграла 

 

Вычисление площадей плоских  геометрических фигур 

 

 Как уже рассматривалось выше, по геометрическому смыслу определенного инте-

грала площадь под непрерывной  и положительной кривой f (х), есть площадь криволиней-

ной трапеции.  

      Например, найти площадь фигуры ограниченной линиями  xxy 0,sin2  и у = 0.   

 На рисунке 21 показана фигура ограниченная 

заданными линиями,  это криволинейный треуголь-

ник, площадь которого надо найти. 

 Искомая площадь числено, равна величине 

определенного интеграла: 

f (х) = 2sin x 

О х 

у 

S 

Рисунок 21 

 π 
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.4)11(2)cos(2sin2

00

 



xxdxS  

 Если функция у = f (х) непрерывная, но неположительная  на отрезке [a, b], то  есть 

кривая функции f (х)  находится под осью абсцисс, то площадь такой фигуры будет равна 

площади симметричной фигуры на том же отрезке кривой у = – f (х). 

 Например, найти площадь фигуры ограниченной линия-

ми 21,0),4( 2  yxxy .   

  
2

0

2

0

22 )4(;)4( xdxSxdxS . 

 Таким образом, для неположительной функ-

ции у = f (х) на отрезке [a, b], площадь S над кривой 

функции f (х) отличается от площади такой же поло-

жительной функции только знаком.  

 На рисунке 22 показана фигура ограниченная 

заданными линиями, площадь которой   S и симмет-

ричная ей фигура относительно оси абсцисс площадь 

которой (– S). 

 

 

,
3

2
10

3

8
8

3
4)4(

2

0

3
2

0

2

0

2 













 

x
xxdxS  

.
3

2
108

3

8
4

3
)4(

2

0

2

0

32

0

2   x
x

xdxS  

Рассмотрим примеры определения площадей плоских фигур. 

Пример 1. Найти площадь фигуры ограниченной линиями  .1,3 2  xyy  

Решение. Для простоты определения площади 

выполним параллельный перенос оси абсцисс 

на прямую, параллельную оси Ох: у = 3, тогда 

началом координат будет точка (0, 3), а урав-

нение примет вид: 

  у + 3 = х
2
 - 1 или  у = х

2
 - 4. 

f (х) = 4 - х
2
  

О     х 

у 

 S 

 2 

f (х) = - (4 - х
2
 ) 

Рисунок 22 

 

–S 

 S 

 y 

x 

 y=3 

 y+3=x
2
–1 

 Рисунок 23 

  –2    2 

– 1 

– 1  1 

 3 
 y=x

2
–1 
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 Искомая площадь S равна модулю определенного интеграла функции у = х
2
 – 4 на 

отрезке [–2, 2]. 

.
3

2
1016

3

16
88

3

8

3

8
4

3
)4(

2

2

2

2

32

2

2 




 x
x

xS  

Ответ: .
3

2
10S  

Пример 2. Найти площадь фигуры ограниченной линиями  .02,4,0 2  xyxyy  

Решение. Искомая площадь S равна сумме 

определенного интеграла функции 

2
02

2
2 x

yxy   на отрезке  [0, 2] и опре-

деленного интеграла функции у = х - 4 на от-

резке [2, 4]. Так как искомая площадь располо-

жена под осью абсцисс, то интегралы надо 

брать с противоположным знаком или по абсо-

лютной величине: 

 .
3

4

32

1

2

2

0

32

0

2

1 












 

x
xd

x
S  

.2)81628(4
2

)4( 4
2

4

2

24

2

2 













  x

x
xdxS  

Искомая площадь S = S1 + S2 = 3
1
/3 . 

Ответ: S =3
1
/3. 

Пример 3. Найти площадь фигуры ограниченной линиями  )2(3,3  xyxy . 

Решение.  

На рисунке 25 показана фигура ограниченная 

заданными линиями, площадь которой   S.  

Искомую площадь SВ0А находим как сумму 

интегралов и площадей треугольников S1 и S2: 

 Границы интегрирования определяют-

ся совместным решением уравнений, задаю-

щих границы геометрической фигуры: 

.34;3;0633);2(33 21  xxxxxx  

 

 х 

S 

 у 

О 

А 

Рисунок 25 

S1 

у=3(х--2) 

2 3 

3 

2  В 

S2 

3

4

 

 х 

 у 

 у = х – 4 

 2у + х
2
 = 0 

 S 

  (-2, -2) 

  4 

  – 4 

  2 

 Рисунок 24 

 О 

xy 3  
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Координаты точки В (4/3, – 2), точки А(3, 3), тогда площади S1 и S2 можно вычислить по 

формуле площади прямоугольного треугольника и по определенному интегралу. 

 
3

2
)2(3;

2

3
)2(3

2

34

2

3

2

1   xdxSxdxS  или .
3

2

3

2
2

2

1
;

2

3
13

2

1
21  SS  

Тогда 

 

.5,10
6

5

9

316

3

36
3

6

5

3

2

3

2
3

6

5

3

2
3

3

2
3

2

3

3

2
33

34

0

3

0

34

0

23
3

0

2334

0

3

0

0
































 

xxxx

xx
xdxxdxS AB

 

Ответ: S = 10,5. 

 

 12. 3 Вычисление средних значений функции 

 

 Вычисление средних значений функции часто применяются в геометрических, физи-

ческих, экономических задачах. Средним значением функции у = f (х) на отрезке [a, b], есть 

число μ: 

xdxf
ab

b

a


 )(

1
 , 

а среднеквадратичным значением функции есть: 

.)(
1

.. xdxf
ab

b

a

квср 


  

 Рассмотрим несколько примеров на определение среднего значения функции. 

Пример 1. Определить среднее значение длин вертикальных хорд гиперболы 1
14

22


yx

на 

интервале [± 2, ± 6]. 

Решение.  Так как гипербола состоит из двух симметричных кривых, достаточно опреде-

лить среднее значение длин вертикальных хорд, в правой полуплоскости (х > 0) на интерва-

ле [2, 6]. 

 Запишем уравнение гиперболы в явном виде: 4
2

1 2  xy . Среднее значение функ-

ции на интервале [2, 6] определится формулой: 

.4
8

1
;4

2

1

26

1
6

2

2
6

2

2 xdxxdx  


   

 Дальнейшее решение задачи сводится к вычислению интеграла: 

xdxI  
6

2

2 4
8

1
. 
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Применим метод вычисления по частям ;,
4

;,4
2

2 xv
x

xdx
uddxdvxu 


   

.
4

)44(

8

1
23

4
4

8

1
6

2
2

26

2
2

26

2

2 




















 

x

xdx

x

xdx
xxI  

.
42

1
4

8

1
23

42

1

4

)4(

8

1
23

6

2
2

6

2

2
6

2
2

6

2
2

2













x

xd
xdx

x

xd

x

xdx
 

Исходный интеграл запишется так: 

.
42

1
234

8

2

42

1
4

8

1
234

8

1

6

2
2

6

2

2

6

2
2

6

2

2
6

2

2













x

xd
xdx

x

xd
xdxxdxI

 

Окончательно  

 .223ln
4

1

2

23
4ln

4

1

2

23
4

8

1
6

2

2
6

2

2 




   xxxdxI . 

Ответ: Среднее значение длин вертикальных хорд гиперболы равно 

 .223ln
4

1

2

23
 . 

Пример 2. Определить среднее значение давления р при его изменении от 10 до  10
2
 атм. С 

увеличением давления изменение объема определяется формулой 80023 pV .  

Решение. Выразим объем через давление 3

2
800











p
V , изменение величины объема с изме-

нением давления определят границы интегрирования по переменной величине объема: 

 .4
10

800
;1004

10

800
3

2

2
3 3

2


















 VV  

Вычислим среднее значение давления: 

.3,63
110

200

1100

)101(200

2

1

102

1

1100

400

)1100(4

1600
800

)1100(4

1

33

3

33

1004

4

21

3

1004

4

23

3

3
3


































 

 VVdVpср

 

Ответ: Среднее значение давления 63,3 атм. 

 В экономических задачах не редко используются  технико-экономические  показате-

ли средних величин. Например, для освоения производства нового вида изделия х отводится 

некоторое время t и по количеству выпущенных изделий за это время, определяется среднее 

значение времени 
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xdxt
xx

t

x

x

ср 


2

1

)(
1

12

. . 

Функция времени зависит от затрат времени а на первое изделие и показателя производ-

ственного процесса b:    
bxaxt )( . 

Пример 3. В процессе освоения новых технологий определена партия в количестве  изде-

лий от х1 = 50 до х2 = 72.  На первое изделие  из выбранной партии затрачивалось 220 мин. 

Найти среднее  время, затрачиваемое на изготовление одного изделия, если показатель про-

изводственного процесса b= 0,5. 

Решение. 

 5,15211)5072(11
22

220
240

5072

1
)(

1
72

50

72

50

21

12

.

2

1







 
 xxxdxt

xx
t

x

x

ср . 

Ответ: 15,5 мин. 
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Лекция № 13 

 

Практические приложения определенного интеграла 

 

13.1. Несобственные интегралы с бесконечным пределом  интегрирования. 

13.2. Геометрические приложения определенного интеграла: 

 - площадь криволинейного сектора; 

 - длина криволинейной дуги; 

 - объем геометрических тел. 

  

13.1. Несобственные интегралы с бесконечным пределом  интегрирования 

 

 Ранее рассматривалось нахождение интегралов непрерывных (интегрируемых) 

функций на ограниченных отрезках интегрирования. Геометрический смысл определенных 

интегралов, это вычисление площади замкнутой геометрической фигуры на ограниченном 

отрезке.   Практический интерес представляет интегрирование функций неограниченных на 

отрезке или интервал интегрирования, которых неограничен либо с одной, либо с обеих 

сторон.  

 Рассмотрим функцию f (х) определенную и интегрируемую на полуоткрытом интер-

вале [а, b), где  значения b > а и b → +∞, переменная х изменяется от а до + ∞ ( а ≤ х < +∞). 

Верхняя граница интегрирования конкретно не определена и может изменяться, то есть b 

есть независимая переменная величина функции   .)()( xdxfbG
b

a




  

Определение. Несобственным интегралом xdxf
a




)( от функции f (х), называется конеч-

ный предел функции G(b) при b → ∞, на полуоткрытом интервале [а, + ∞):  

xdxfxdxfbG
a

b

a
bb





 )()(lim)(lim . 

 Если предел xdxf
b

a
b




)(lim имеет конечное значение (существует), то несобственный 

интеграл  xdxf
a




)( называется сходящимся к данному пределу. 
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 Если предел xdxf
b

a
b




)(lim не имеет конечного значения (не существует), то несоб-

ственный интеграл xdxf
a




)(  называется расходящимся. 

 Для бесконечных интервалов (– ∞, b) и (– ∞, + ∞) несобственные интегралы опреде-

ляются  аналогичным образом: 

 ;)()(lim xdxfxdxf
bb

a
a







 ;;)()()(  








kxdxfxdxfxdxf
k

k

 

 ;)()(lim xdxfxdxf
kk

a
a





  и xdxfxdxf

k

b

k
b





 )()(lim . 

 Геометрический смысл несобственного интеграла заключается в понятии выражения 

площади неограниченной (полубесконечной или бесконечной) фигуры. 

Пример 1. Найти площадь фигуры ограниченной линиями   

...).4,3,2(,
1

,0),3,2,1(,
1

 n
x

yyk
k

x
n

 

Решение. Изобразим графики функций 

32

1
,

1

x
y

x
y  (рисунок 26). На рисунке показа-

ны криволинейные трапеции по заданным функ-

циям на полуограниченных интервалах: 

  

).,1[);,
3

1
[,

1

);,1[);,
2

1
[,

1

3

2





x
y

x
y

 

 Найдем несобственные интегралы для 

каждой функции. Если интегралы существуют 

(сходятся), то соответствующие полубесконечные  

фигуры имеют конечную площадь. 

        

 ;1,110
1

lim,2
11

2
1

2








 S
xx

xd

x

xd
n

b

b
 

 ;
2

1
,

2

1

2

1
lim,3

1
2

1

3

1

3








 S
xx

xd

x

xd
n

b

b
 

 х 

у 

О 

 • 

 1 
 xy 1  

 3 

 Рисунок 26 

 2 

 • 

 •  •  •  1 

 4 

 ½  ⅓ 

 2
1 xy   

 3
1 xy   
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 ;
3

1
,

3

1

3

1
lim,4

1
2

1

3

1

3








 S
xx

xd

x

xd
n

b

b
 

     … 

 .
1

1
,

1

1

)1(

1
lim,

1

1

11
















 p
S

pxpx

xd

x

xd
pn

p

b

pbp  

 Последнее выражение верно для всех натуральных значений р > 1.  Площади трапе-

ций имеют конкретные числовые значения на полуограниченном интервале [1, + ∞). Несоб-

ственные интегралы 


1

px

xd
сходятся к значению дроби

1

1

p
 в границах изменения р от 2 

до + ∞. 

 Криволинейные фигуры, образованные частью графика гиперболы, лежащей выше 

прямой у = 1, или совпадают с гиперболой 
x

y
1

 , то такие фигуры имеют бесконечную 

площадь. 

Пример 2. Вычислить несобственные интегралы: 

 а) 





1

3 )1(ln)1(
e

xx

xd
;         б) 




 32 xx

xd
. 

а) 






1

3 )1(ln)1(
e

xx

xd
I , 

Решение. Введем подстановку 
)1(

,)1(ln



x

xd
tdtx , тогда  

 .
2

1

)11(ln

1

2

11

2

1

)1(ln

1

2

11

2

1
2

1

22

1

3




















extt

td
I

ee

 

Ответ:  .
2

1
I  

 б) .
2)1(3 22 














x

xd

xx

xd
I  

Решение.  Точкой промежуточного предела интегрирования возьмем точку х = 0, предста-

вим данный интеграл как сумму пределов интегралов: 

   















b

b
a

a x

xd

x

xd

x

xd
I

0

2

0

22 2)1(
lim

2)1(
lim

2)1(
. 

Вычислим каждый предел промежуточного интеграла:  
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.
222

1

2

1
)lim

2

1
(

2

1

2

1

2

1
lim

2)1(
lim

00

2















tgarctgaarctgarc

x
tgarc

x

xd

a

a
a

a
a

 

.
2

1

2

1

22
)

2

1
lim(

2

1

2

1

2

1
lim

2)1(
lim

0

0

2

tgarctgarcbtgarc

x
tgarc

x

xd

b

b

b
a

b















  

Следовательно, данный интеграл равен сумме значений пределов промежуточных интегра-

лов 

.
232





 




xx

xd
I  

Ответ: .
2


I  

 

 13.2. Геометрические приложения определенного интеграла 

  

Площадь криволинейного сектора 

 

 Рассмотрим  в полярных координатах сектор, ограниченный кривой )(gr  , где 

)(g  непрерывная функция на интервале [α, β] (α < β) и радиус–векторами  φ = α, φ = β. 

Так же как при вычислении площади криволинейной трапеции, разобьем сектор на п частей 

(рисунок 27).  

 Построим ступенчатый сектор, состоящий из элементарных секторов-треугольников. 

Выберем наибольший из элементарных 

секторов с радиусом ri  и углом i   

( 1 iii  ). Площадь такого элемен-

тарного сектора равна:    

 
2

2

1
iii rS  ,  

сумма всех элементарных площадей будет 

равна площади ступенчатого сектора  





n

i

ii

n

i

in gSS
1

2

1

)(
2

1
 . 

Так как функция )(g  непрерывная 

)(g

 

α 

х 

 β А 

iS

 

i

 

у 
В 

О 

Рисунок 27 
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функция на интервале [α, β], то она интегрируема и предел суммы равен: 

 









 dgg
n

i

ii
2

1

2

0max
)(

2

1
)(

2

1
lim

1

. 

Площадь S криволинейного сектора 0АВ равна интегралу 





 dgS 2)(
2

1
. 

Пример. Найти    площадь  сектора (рисунок 28)   ограниченного  дугой параболы и лучами, 

заданными в полярных координатах:  

.
2

,
4

,)(62,
cos1

6
)(








 


 параболыпараметрag  

Решение. Площадь сектора S определим по формуле 





 :)(
2

1 2 dgS   

  

.

)
2

sin2(

18
)cos1(

18

)cos1(

36

2

1

2

4
22

2

4

2

2

4

2






































dd

dS

 

 Воспользуемся универсальной подстанов-

кой: 

 

2
sin2

)
2

(;
2 2 

 d
ctgdtdtctg  ; 

вычислим границы интегрирования по переменной 

t: 

для ;
8

,
4


 ctgt    для .1

4
,

2



 ctgt  

 Перепишем интеграл по переменной t  

 ).
3

1
1

83

1

8
(9)

3
(9)1(9

)8(

1

3)8(

1

2  




ctgctg
t

ttdtS

ctgctg

 

 Пользуясь формулой половинного угла для котангенса, вычислим значение 
8


ctg :  

 12
)4sin(

)4(cos1

24





 


ctg , 

окончательно получим: 

.18224)22
3

8
(9)

3

4
)12(

3

1
12(9 3 S  

Ответ: .18224 S  

 

cos1

6


r

 

S 

F(3,0) 

Рисунок 28 

О х 

у 
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Длина криволинейной дуги 

 

 Пусть уравнением непрерывной и дифференцируемой функции y = f(x) в декартовых 

координатах  задана  плоская кривая, длину дуги  которой надо определить на отрезке [a, b] 

при  a ≤ x ≤ b (рисунок 29). Условие дифференцируемости функции определяет существова-

ние производной  f′(x)  

в каждой точке на отрезке [a, b] при  a ≤ x ≤ b. 

   В дугу АВ вписана ломаная линия  

АМ1…МiМi+1…В, состоящая из п элемен-

тарных отрезков. Длина  ломаной линии 

равна сумме всех   il элементарных отрез-

ков: 

   


n

i
ill

1
. 

Длина дуги ABL   будет равна пределу 

суммы всех  элементарных отрезков при 

стремлению к нулю наибольшего значения 

il , то есть 




n

i
i

l
lL

i 10max
lim . 

 Рассмотрим элементарный прямоугольный треугольник с катетами ix , 

)()( 1 iii xfxfy  и гипотенузой il , который показан на рисунке 29.  На элементар-

ном  отрезке [хi, xi+1] найдется такая точка xi < ξ < xi+1,  

что   

iiii xfxfxfy   )()()( 1  . 

Выразим  il  через ix  и iy , получим: 

   iiiiii xfxfxyxl  222222 )]([1)]([  . 

Длина дуги ABL   будет равна 

 i

n

i
l

n

i

i
l

xflL
ii

 






1

2

0max
1

0max
)]([1limlim  , 

в    силу  непрерывности  и  дифференцируемости  функции    f(x),   функция 2)]([1 xf  бу-

дет интегрируема, следовательно,   

х 

f (х) 
A 

B 

Mi 

Mi+1 

M1… 

y 

О а b ∆хi 

Рисунок 29 

∆li 

∆хi 

∆уi 
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 












b

a

b

a

i

n

i
l

xd
xd

yd
xdxfxxfL

i

.1)]([1)]([1lim

2

2

1

2

0max
 

 Таким образом, длина дуги на определенном отрезке  [a, b] определяется формулой:  

 









b

a

xd
xd

yd
L .1

2

 

 Если верхний предел интегрирования есть переменная величина, то  

 









x

a

xd
xd

yd
L

2

1 и 

2

1 









xd

yd

xd

dL
. 

 Если плоская дуга задана параметрическими уравнениями     x = x (t) и y = y (t), то её 

длина вычисляется по формуле: 

 
b

a

tdtytxL .)]([)]([ 22
 

Пример. Вычислить длину дуги полукубической параболы у
2
 = 2х

3
 , заключенной между 

осью ординат и прямой х = 8/3. 

 

 Решение. Заданная функция определена для всех 

х ≥ 0. Найдем производную функции: 

 .3)2( 23 xxy         

Длина дуги определится интегралом  

 

.
27

248
)1125(

27

2

91
3

2

9

1
)19(91

9

1

91)3(1

3
8

0

2
3

3
8

0

3
8

0

3
8

0

2











xxdx

xdxxdxL

 

Ответ: .
27

248
L  

Пример.  Вычислить длину дуги плоской кривой, за-

ключенной между точками пересечения дуги с осями 

координат, заданной параметрически 

.4
4

;)6(
6

4
42

4


t

ytt
t

x  

 у 

 х 

 х = 8/3  

О 

 у2
 = 2х

3 

  8/3  

 у2
 = 2х

3 

 Рисунок 30 
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Решение. Найдем пределы интегрирования: пересечение с осью ординат х = 0, t1 = 0; пере-

сечение с осью абсцисс у = 0, t2 = 2. 

 Дифференцируем параметрические уравнения по t, получим  

 
3'5' ; tytx tt  , тогда  

 

  .
6

11717
1

3

2

4

1

)1(1
4

1
1

2

0

234

2

0

44
2

0

43
2

0

610




 

t

tdttdtttdttL

 

Ответ: .
6

11717 
L  

 

Объем геометрических тел 

 

 На рисунке 31 показано объемное тело произвольной формы, ограничивающее за-

мкнутую область V.  Если существует та-

кое тело V1, состоящее из частей правиль-

ной геометрической формы и полностью 

вмещающее тело V, причем  

V1 – V = ∆V1. Тогда найдется такое значе-

ние ∆V1, что V1 будет точная верхняя гра-

ница V. Аналогично, если существует такое 

тело V2, состоящее из частей правильной 

геометрической формы и полностью вме-

щающееся в тело V, причем V – V2 = ∆V2. 

Тогда найдется такое значение ∆V2, что V2 

будет точная нижняя граница V. Если точ-

ная верхняя и нижняя границы совпадают, 

то V есть объем тела (V). 

 Чтобы тело имело объём V необходимо и достаточно, существование предела всех 

внешних (V1)п , включающих тело V, равного пределу всех внутренних (V2)п , заключенных в 

тело V: 

.)(lim)(lim 21 VVV n
n

n
n




 

 у 

 О 

 V 

 z 

 х 

 V2 

 V1 

 Рисунок 31 
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Одним из способов вычисления 

объёма, это вычисление с помо-

щью определенного интеграла 

по площадям параллельных се-

чений. Секущие плоскости  вы-

бираются параллельно коорди-

натной плоскости у0z и перпен-

дикулярно у0х (рис. 32). Каждая 

площадь сечения зависит от х и 

является функцией S(х). Такая 

функция ограничена и непре-

рывная, а значит, интегрируема. 

Параллельные сечения разбива-

ют объём V на слои, образующие элементарные объёмы, каждый из которых равен:  

;)(...,,)(...,,)(,)( 222111 nnniii xSVxSVxSVxSV    

где .,1,1 nixx iii     

 Переходя к пределу при неограниченном увеличении числа сечений и стремлении 

максимального значения ∆хi к нулю получим значение объёма тела при изменении х от a до 

b  (а ≤ х ≤ b) 

i

n

i

i
x

xSV
i

 



1

0max
)(lim  , 

Учитывая непрерывность суммы i

n

i

i xS 
1

)( при а ≤ х ≤ b, запишем интеграл 

xdxSV
b

a

 )( . 

Пример. Вычислить объём треугольной пирамиды, площадь основания которой Sосн = 21, 

высота h = 4. 

Решение. Параллельно основанию пи-

рамиды проведены сечения, которые 

являются функцией от х , S(х). Исполь-

зуя соотношения, между площадями 

сечений и высотами пирамиды, полу-

чим:  
2

2)(

h

x

S

xS

осн

 . 

 у 

О 

 ξi 

 z 

 х 

 S(ξi) 

 xi 

 Рисунок 32 

 xi+1 

 V 

 S 

 х 

 z 

 у   

 S(x) 

 Рисунок 33 

 A 

 B 
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Выразим функцию S(х), получим: 

2

2
)( x

h

S
xS осн . 

Определим объём пирамиды: 

28
316

21
)(

4

0

34

0

2

2

0

 
x

xdx
h

S
xdxSV осн

h

. 

Ответ: V = 28. 

 

Объём тела вращения 

 

 Тело вращения это тело, образованное от вращения некоторой непрерывной, плоской 

кривой y = f(x)  вокруг оси Ох и заключенное между параллельными прямыми х = а,  х = b. 

Любое сечение тела плоскостью (рисунок 34), 

перпендикулярной оси абсцисс есть круг, 

площадь которого определяется формулой S 

=πr
2
, где r =f(х). Тогда, объём тела вращения в 

границах:  а≤  х ≤ b выразится формулой: 

 xdxfV
b

a

2])([ . 

Пример. Вычислить объём тела, образован-

ного от вращения вокруг оси абсцисс площа-

ди фигуры ограниченной линиями 12  xy  и 

3

12 


x
y . 

Решение. Фигура, образующая тело вращения,  

показано на рисунке 35. Требуется найти объём, 

полученный от вращения площади фигуры огра-

ниченной  дугой АВ и отрезком АС.   

Тело такой же формы, получается от вращения 

криволинейного треугольника АРВС вокруг оси 

Ох, а искомый объём V будет равен разности объ-

ёма V1 криволинейного треугольника и объёма V2  

конуса, полученного при вращении прямоуголь-

ного треугольник АВС, V = V1 – V2. 

 z 

 а 
 •  х 

 Рисунок 34 

 у 

 • 
 О  b 

 f(x) 

 •  • 

 Рисунок 35 

  

3

12 


x
y

 

  
      

   


 ABP  

  

 22  xy  

  

 х 

  

  у 

  

 О 

  
 С(5,0) 

  

 В (5,3) 

  

А (½,0) 
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 Границы интегрирования определятся как абсциссы точек пересечения линий, обра-

зующих фигуру вращения: 

 













3

12

12

x
y

xy
,  

получаем .5;
2

1  CA xx  

Вычислим объёмы V1 и V2: 

                 ;
4

81
1212

5

21

2
5

21

5

21

2

1    xxxdxxdxV   

 

 

.
2

27

22

11

2

37

218

4

27

4

2
4

3
4

99

12

5

21

2

5

21

3

5

21

235

21

2

2
























 

xx

x
xx

xd
x

V

 

Следовательно, 

  .75,6
4

27

2

27

4

81
21 


 VVV  

Ответ: .75,6 V  

Пример. Вычислить объём тела, образованного от вращения вокруг оси ординат площади 

фигуры ограниченной линиями 12  xy  и 
3

12 


x
y . 

     Для определения объёма тела  вращения вокруг оси ординат выразим из уравнений х, 

считая у независимой переменной: 

 ;
2

1
12

2 


y
xxy         

2

13

3

12 





y
x

x
y . 

Решение. Фигура, образующая тело вращения,  показано на рисунке 36. Требуется найти 

объём, полученный от вращения 

площади фигуры ограниченной  ду-

гой АВ и отрезком АС. Тело, такой 

же формы, получается от вращения 

трапеции ОАВС вокруг оси Оу. Те-

ло искомого объёма   V находится 

внутри образованного тела и равен 

разности объёма V1  тела, образо-

ванного вращением  ОАВС вокруг 

оси Оу и объёма V2 тела, образован-

 Рисунок 37 

  

2

13 


y
x  

        

  


 ABP  

   
2

12 


y
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ного вращением  криволинейной трапеции ОАРВС вокруг оси Оу, то есть  

V = V1 – V2. 

Границы интегрирования  берутся по оси Оу от у1 = 0 и у2 = 3.  

 Вычислим объёмы V1 и V2: 

 

  .
4

111
32781
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4
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
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Лекция № 14 

 

Способы приближенного вычисления определенных интегралов 

 

14.1.Приближенное интегрирование. 

14.2. Формула средних прямоугольников. 

14.3. Формула трапеций. 

14.4. Формула парабол (Симпсона). Формула Ньютона-Котеса. 

  

 14.1.Приближенное интегрирование 

 

 Определенные интегралы функций, имеющих первообразные функции, в основном, 

вычисляются по формуле Ньютона-Лейбница. Однако, не для всякой непрерывной функции 

её первообразная может быть выражена элементарной функцией, возникают существенные 

трудности при нахождении первообразной, приводящие к усложнению подынтегральной 

функции.  В случаях, когда вычисление определенных интегралов затруднено или слишком 

сложно  используется  численное интегрирование (численные методы), которые рассматри-

вают способы приближенных вычислений определенных интегралов  и дают возможность 

находить значения интеграла с требуемой точностью. Приближенное вычисление опреде-

ленных интегралов аналитическими методами сводится к замене подынтегральной функции 

f (х) каким – либо более простым выражением.    Обычно подынтегральную функцию заме-

няют интерполяционным многочленом, совпадающим  в некоторых точках хi (узлах интер-

поляции) с функцией f (хi). В результате получаем квадратурные формулы численного ин-

тегрирования вида  
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где  Ai – некоторые числа (коэффициенты), хi – точки (узлы) разбиения отрезка [a, b], R=R(п) 

– погрешность формулы приближенного интегрирования. 

 Для повышения точности формул приближенного интегрирования  и получения бо-

лее простых коэффициентов Ai [a , b] разбивают на части и к каждой части применяют фор-

мулу приближенного интегрирования.   
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 Численные методы позволяют находить приближенные значения с высокой требуе-

мой точностью приближения. Практически используются для вычисления вероятностей,  

различных видов  распределений случайных величин. 

 На практике используются простейшие формулы  Ньютона-Котеса, к которым отно-

сятся формулы прямоугольников, формулы трапеций, формулы парабол. 

 

 14.2. Формула средних прямоугольников 

 

 Геометрический смысл определенного интеграла есть площадь фигуры, ограничен-

ной кривой графика функции f (х), прямыми: х = а,  х = b, у = 0. Основание трапеции  [a, b] 

разобьем на п равных отрезков точками а ≤  хi ≤ b, где i изменяется от 0 до п. 

Длина каждого элементарного отрезка 

разбиения h
n

ab
xxx ii 


 1  

называется шагом разбиения (рис.38). 

Любой узел шага (точку хi) можно опре-

делить как хi = i∙h. 

Площадь каждого элементарного прямо-

угольника построенного на отрезке ∆х, 

высота которого будет  

ордината )(~
ii fy  , где i  середина 

элементарного отрезка    
2

1 ii
i

xx 
  , 

получим Si =h∙f(ξi). 

 Площадь криволинейной  трапеции приближенно равна сумме площадей элементар-

ных прямоугольников, тогда интеграл xdxfI
b

a

 )( можно приближенно заменить сум-

мой площадей прямоугольников с высотой )(~
ii fy  и основанием h
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 Погрешность вычисления методом средних квадратов оценивается по формуле: 

  a=x0 
 • 

  ξ i  b=xn  

 f (х) 

 Рисунок 38 

  хi … 

  y 

  х 
  хi–1 

  х1 … 

1
~y  iy~  

О 
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Выведена и доказана формула абсолютной погрешности вычисления методом средних 

квадратов 
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 14.3 Формула трапеций 

 

 Для приближенного вычисления приближенного значения определенного интеграла  

часто используется формула трапеций.  

 Пусть непрерывная функция f (х) задана на отрезке [a, b] и f (х) ≥ 0 как показано на 

рисунке 39. Интеграл xdxfI
b

a

 )( численно равен площади криволинейной трапеции,   

ограниченной    кривой  графика функции  f (х) и 

прямыми: х = а,  х = b,  у = 0. Отрезок  [a, b] разобьем на п равных частей точками а ≤  хi ≤ b, 

где i изменяется от 1 до п. Длина каждого отрезка разбиения будет h
n

ab



 и хi = i∙h, на 

кривой над отрезком  [a, b] получим ломаную линию, образованную хордами (рис. 39) стя-

гивающими точки кривой соот-

ветствующие разбиению. 

Площадь криволинейной тра-

пеции xdxfS
b

a

 )( , 

а площадь трапеции, ограни-

ченная ломаной линией равна 

сумме элементарных трапеций 

    .
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
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ii xfxf
hS  

Записывая сумму каждой эле-

ментарной трапеции на всем отрезке [a, b]  заметим, что все слагаемые этой суммы встре-

чаются дважды кроме  слагаемых 
2

)( 0xf
и 

2

)( nxf
: 

Si 

 b= хп 

  у 

  0 

   f (х) 

   f (х0) 

   f (х1) 
   f (х2) 

   f (х3) 

   f (х4) 

  a=х0 …   хi–1   хi   х 

  Рисунок 39 



120 

 

      ;
2

)()(

2

)()(
...

2

)()(

2

)()(
)( 112211 







 











 bfxfxfxfxfxfxfaf
hxdxf nnn

b

a

 

где а = х0, b = хп; 
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окончательно запишем формулу трапеций в виде 
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или, обозначая сумму площадей элементарных трапеций 
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формула трапеций будет 

 n
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Sxdxf  )( . 

 Эта формула применима не только для f (х) ≥ 0, но и в общем случае. 

 Абсолютная погрешность ∆ значения определенного интеграла при его вычислении 

по формуле трапеций есть разность 

 n

b

a

Sxdxf  )( . 

 Погрешность вычисления методом трапеций оценивается по формуле: 
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Выведена и доказана формула абсолютной погрешности вычисления методом трапеций 
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 Пример. Вычислить приближенно интеграл 



2

1
2xx

xd
I  по формуле трапеций и оце-

нить погрешность при п = 10. 

 Решение. По формуле трапеций 















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)2()1(
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1 n

i
ixf

ff

xx

xd . Составим таблицу 

значений yi = f(хi) с шагом 0,1 и порядка 10
- 4

. 
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1,0000 2,0000 0,5000 1,6000 4,1600 0,2403 

1,1000 2,3100 0,4329 1,7000 4,5900 0,2178 

1,2000 2,6400 0,3787 1,8000 5,0400 0,1984 

1,3000 2,9900 0,3344 1,9000 5,5100 0,1814 

1,4000 3,3600 0,2976 2,0000 6,0000 0,1666 

1,5000 3,7500 0,2666    

 Вычисленные значения подставим в формулу трапеций, получим: 

 1814,01984,02178,02403,02666,02976,03344,03787,04329,03333,0
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 Для оценки погрешности вычислим вторую производную подынтегральной функции  

при х = 2:  
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 Находим оценку погрешности: 
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 Вычислим заданный интеграл по формуле Ньютона-Лейбница 
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 Вычисление интеграла по формуле трапеций дают незначительную погрешность ∆ = | 

0, 2877 – 0,2881| = 0, 0004 и можно сделать вывод, что получен результат с тремя верными 

знаками. 

 Общая погрешность, возникающая от применения формулы трапеций и округления 

приближенных значений ординат, не превосходи величины 0,00015.  

 

 14.4. Формула парабол (Симпсона) 

 

 Более высокая точность вычисления определенного интеграла  дает формула пара-

бол. Пусть непрерывная функция f (х) задана на отрезке [a, b] и площадь криволинейной 
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трапеции ограничена прямыми: х = а,  х = b,  у = 0, xdxfS
b

a

 )( . Отрезок  [a, b] разо-

бьем на четное число 2п  равных частей с шагом разбиения 
n

ab
h

2


.  

 

 

 

 Значение определенного интеграла есть сумма площадей всех разбиений. Соединим 

два, рядим стоящих разбиения дугой параболы вместо части дуги f (х) на отрезке 

2h.Получим разбиение площади криволинейной трапеции функции f (х) на элементарные 

криволинейные    трапеции функций  

у = ах
2
 + bх  + с.  

    На интервале [x0, x2] парабола проходит через точки (x0, у0), (x1, у1), 

(x2, у2), …,    на интервале [x2i–2, x2i] парабола проходит через точки (x2i–2, у2i–2), (x2i–1, у2i–1), 

(x2i, у2i),…, на интервале [x2п –1, x2п] парабола проходит через точки  

(x2п–2, у2п–2), (x2п–1, у2п–1), (x2п, у2п). Три точки однозначно определяют коэффициенты квад-

ратного трехчлена уравнения параболы с осью параллельной Оу, ограничивающих элемен-

тарные параболические трапеции. 

 Рассмотрим элементарную параболическую трапецию, проходящую через точки (x0, 

у0), (x1, у1), (x2, у2) с   шагом 2h    и ограниченную     ординатами у0 = аh
2
 – bh  + с в точке  х0 

= – h  и у2 = аh
2
 + bh  + с в точке  х2 =  h  параллельными оси Оу, за ось параболы примем у1 

= с в точке  х1. 

 Запишем площадь этой элементарной параболической трапеции 

 х2i–1 

 х  О 

 f (х) 

 Рисунок 40 

 у 

y1 

 a=х0   x1     x2  …   x2i –2       x2i   … x2n–2        b= x2n                      
 х2п–1 

y2i–1 
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 Из уравнений у0 = аh
2
 – bh  + с,   у2 = аh

2
 + bh  + с    у1 = с                                    

  

выразим коэффициенты а и с через у0, у1, у2 и h, получим  

 )2(
2

1

);(
1

);(
1

2102

122

102

yyy
h

a

ybhy
h

a

ybhy
h

a
















. 
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 Таким образом, складывая площади всех элементарных параболических трапеций 

разбиения отрезка  [a, b] получим приближенное значение заданного интегра-
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эта формула называется формулой парабол или формулой Симпсона. 

 Сравним абсолютные погрешности приближенного вычисления интеграла 





2

1
2xx

xd
I по формуле трапеций и по формуле Симпсона. 

 Вычислим приближенно интеграл 



2

1
2xx

xd
I  по формуле Симпсона и оценить по-

грешность при п = 10. 
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 Решение. По формуле Симпсона 
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Воспользуемся составленной  таблицей значений yi = f(хi) с шагом 0,1 и порядка 10
- 4

. 
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1,0000 2,0000 0,5000 1,6000 4,1600 0,2403 

1,1000 2,3100 0,4329 1,7000 4,5900 0,2178 

1,2000 2,6400 0,3787 1,8000 5,0400 0,1984 

1,3000 2,9900 0,3344 1,9000 5,5100 0,1814 

1,4000 3,3600 0,2976 2,0000 6,0000 0,1666 

1,5000 3,7500 0,2666    

 Вычисленные значения подставим в формулу Симпсона, получим 
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 Заданный интеграл по формуле Ньютона-Лейбница 
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 Абсолютная погрешность, возникающая от применения формулы Симпсона, состав-

ляет ∆ = 0,28768 – 0,28763 = 0,00005, а для заданной точности порядка 10
- 4

 погрешность 

равна нулю. 

 

Формула Ньютона-Котеса 

 

 Ранее рассмотренные методы приближенного вычисления определенных интегралов, 

это – метод прямоугольников, метод трапеций, метод парабол, сводится к интерполирова-

нию интегрируемой на отрезке функции многочленом Лагранжа. Обобщением все перечис-

ленных методов является формула Ньютона-Котеса: 

 i

n

i
i

b

a

yHabxdxfI 
0

)()( , 

здесь Hi  называется коэффициентами Ньютона-Котеса, независящими от подынтеграль-

ной функции f(х), их можно вычислить заранее.  



125 

 

  Интерполяционный многочлен Лагранжа для  равноотстоящих узлов с шагом интер-

поляции 
h

xx
q 0
 , имеет вид 
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 Запишем данный интеграл, заменив подынтегральную функцию интерполяционным мно-

гочленом 
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заменим пределы интегрирования x = a+ qh, обозначив dx/h = dq → dx = hdq, получим 
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так как 
n

ab
h


 , перепишем интеграл, вынося (b - a) за знак суммы 

      dqnqiqiqqqy
nini

abxdxf
n

i

n

i

inb

a

 









00

)...()1()1()...1(
)!(!

)1(
)()(  

 Запишем формулу для определения величины коэффициентов Hi (учтем, что 0! = 1) 
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окончательно получаем формулу Ньютона-Котеса 

 i

n

i
i

b

a

yHabxdxfI 
0

)()( . 

  Формулу Ньютона-Котеса чаще всего используют при интерполировании подынте-

гральной функции полиномом с небольшим числом узлов.  Для получения высокой точно-

сти каждый шаг разбивается на отрезки с таким же числом узлов, при этом алгебраическая 

степень точности  

была не меньшей  п. 

 Из формулы Ньютона-Котеса при п =1 получаем формулу трапеций  

 )(
2

)(
)( 10 yy

ab
xdxfI

b

a




  ,  

при п = 2 – формулу парабол 

 )4(
3

)( 210 yyy
h

xdxfI
b

a

  . 
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 Для практического вычисления определенных интегралов по формуле Ньютона – 

Котеса вычислены коэффициенты Hi  значений п из начала натурального ряда (см. прило-

жение: таблица коэффициентов Котеса ). Среди коэффициентов Котеса при i = 8 и i ≥ 10 не-

которые коэффициенты отрицательные, это может приводить к уменьшению или потери 

точности вычислений. По этой причине формулы Ньютона-Котеса применяются для не вы-

соких порядков (п ≤ 7). 

 Пример. Вычислить по формуле Ньютона-Котеса xd
x

I 



5

0
2 2

1
 при п = 5. 

 Решение. Шаг разбиения h отрезка [a, b] a = 0, b = 5 равен 1. 

Найдем значения подынтегральной функции в каждом узле разбиения: 

 для  х0 = 0  функция  у0 = 1/2, 

 для  х0 = 1  функция  у0 = 1/3, 

 для  х0 = 2  функция  у0 = 1/6, 

 для  х0 = 3  функция  у0 = 1/11, 

 для  х0 = 4  функция  у0 = 1/18, 

 для  х0 = 5  функция  у0 = 1/27. 

Из таблицы коэффициентов Котеса находим: 

 Н0 = Н5 = 19/288,  Н1= Н4 = 25/96,  Н2 = Н3 = 25/144. 

По формуле Ньютона-Котеса   
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
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
 xd

x
I  

Ответ: I = 0,907. 

 Определенный интеграл широко применяется не только для решения геометрических 

задач, но и для решения физических, экономических и др. задач. В экономических задачах 

определенным интегралом выражается объем производимой продукции по функции, выра-

жающей производительность труда и др. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ  

 1. Основные свойства производных и дифференциалов функций, дифференцируемых 

в точке: 
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Таблица коэффициентов Котеса [4] 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

i = 0 1 

6

1
 

8

1
 

90

7
 

288

19
 

840

41
 

17280

751
 

28350

989
 

89600

2857
 

598752

16067
 

i = 1 1 

6

4
 

8

3
 

45

16
 

96

25
 

35

9
 

17280

3577
 

28350

5838
 

89600

15741
 

598752

106300
 

i = 2  

6

1
 

8

3
 

15

2
 

144

25
 

280

9
 

17280

1323
 

28350

928
  

89600

1080
 

598752

48525
  

i = 3   

8

1
 

90

7
 

144

25
 

105

34
 

17280

2989
 

28350

10496
 

89600

19344
 

598752

272400
 

i = 4    

45

16
 

96

25
 

280

9
 

17280

2989
 

28350

4540
  

89600

5778
 

598752

260550
  

i = 5     

288

19
 

35

9
 

17280

1323
 

28350

10496
 

89600

5778
 

598752

427368
 

i = 6      

840

41
 

17280

3577
 

28350

928
  

89600

19344
 

598752

260550
  

i = 7       

17280

751
 

28350

5838
 

89600

1080
 

598752

272400
 

i = 8        

28350

989
 

89600

15741
 

598752

48525
  

i = 9         

89600

2857
 

598752

106300
 

i =10          

598752

16067
 

 

 


